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Exercices

Ex. 1:

Soit le modele AR(1) suivant:
Yi=0,8Y; 1t &

0,%=2

On demande:

Est-il stationnaire?

Est-il inversible?

Calculer la suite yp,74,... s
Calculer la suite R, R,,..., R.

Calculer les coefficients yq,,,... J/5s du modele MA(=o)
en lequel, c’est si possible, peut se transformer le
modeéle AR(1) donné.
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Ex. 2:
Soit le modele MA(1) suivant:

\Q:

8»['0,%':_1

2
o,=4

On demande:

1)
2)
3)
4)
5)

Est-il stationnaire?

Est-il inversible?

Calculer la suite y1,75, ... s.
Calculer la suite Ry, R,,..., R.
Calculer les coefficients 7y,75,... 75

correspondants au modeéle inverti AR(eo).
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Ex. 3:
Soit le modele AR(2) suivant:

Y=

0,6Y,,+0,3Y, +¢

0.2=3

&

On demande:

1) Est-il stationnaire?

2) Est-il inversible?

3) Calculer la suite y1,y5,... s

4) Calculer la suite R, R,,..., R.
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Ex. 4:

Soit le modele MA(2) suivant:
Y= 670,441, 26,

0,%=2

On demande:

1) Est-il stationnaire?

2) Est-il inversible?

3) Calculer la suite y1,y5,... s

4) Calculer la suite R, R,,..., R.
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Ex. 5:

Soit le modele ARMA(1,1) suivant:
Y=0,9Y,1+&~0,8 ¢4

0,2=5

On demande:

1) Est-il stationnaire?

2) Est-il inversible?

3) Calculer la suite y1,y5,...)s.

4) Calculer la suite R, R,,..., R.
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Ex. 6:

Soit le modele ARIMA (0,1,1) suivant:
Y=Y te—0,09 g

On demande de:

1) Exprimer I'’équation antérieure comme un
modele AR(=o).

2) On notant x; les coefficients du modele
AR(e<), démontrer que > 7 =1

i=1
Cette démonstration est-elle valable pour
tous les modeles ARIMA(0,1,1)?
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Corrigés de I'exercice 1

1. Il est stationnaire puisque |®,|=]0,8|<1
2. Par définition, tout AR d’ordre fini est
inversible.
3. Calculde yg,p1y.-- 5.
Comme |®4|<1,0na

CTZ

=55
1- ®?

Vo=
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Les autres auto-covariances s’obtiennent de
forme récursive par I'équation

yr = chyr—l

Et en prenant )5 comme valeur initiale

yy=®,y,=44

= 3,52
;ij = 2,82
y, = 2,25

y: =1,80
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4. Les coefficients d’auto-corrélation
s’obtiennent directement de forme récursive
de la formule

RT o ﬁ

Yo
ou de R, = (Der—l en prenant Ry=1

comme valeur initiale

R = dJlRO’: 08

Prof. Mohamed El Merouani 10

05/01/2016



05/01/2016

Pour les autres valeurs, on trouve:
R,=0,640
R;=0,512
R,=0,410
R;=0,328 )
4. Parlaformule Y, :Z“cblj‘gt_j
ona y,=®,=0,800 '~

Y, = CDf =0,640

W, =D =0512

W, =0 =0410 et 5= =0328
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Corrigés de l'exercice 2

1. Il est stationnaire puisque tous les modeles
MA d’ordre fini le sont.

2. Il est inversible puisque |6,]|=]0,9|<1
3. Calculde yg,p1y.-- 5.
Ona

Vo = [1+ 6’12]05 = |_1+(O,9)2]x4: 7.24
y,=-60°=-09x4=-36
y,=0; 1=234,5,.
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4. F{l:: _::EZ%?
1+ 6;

et R =0; r=2345.,..

= -0,497

5. Comme |60,|<1 , ona:
£ =Y O+ O+
d’ou n, =6,=0,90
m, =6 =0,810
m, =6°=0,729
m, =6 =0,656 et 7, = 6. = 0,590
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Corrigés de I'exercice 3

1. Pour qu’un modeéle AR(2) soit stationnaire,
les racines de I'équation caractéristique
doivent étre inférieures a 1 en valeur
absolue.

Ou, alternativement, si on utilise le polynbme

caractéristique, les racines doivent étre, en
valeur absolue, supérieures a 1, c’est-a-dire
elles doivent étre situées en dehors du cercle
unité.
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e En utilisant I'’équation caractéristique:
A2-0,6A-0,3=0
le discriminant de cette équation de second
degré est A=(-0,6)%+4x0,3=1,56>0

elle admet, donc, deux racines réelles
distinctes, qui sont

A = 0,6 +21/J,56 = 0,90

A, = O’G_Z‘Vl% =-0,325
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e« Comme |A;|=]0,92|<1 et |A,|=]-0,32|<1,le
processus, en question, est stationnaire.

e Alternativement, en utilisant le polyndome
caractéristique 1-0,6L-0,3L2=0
le discriminant de cette équation de second
degré est A=(0,6)2+4x0,3=1,56>0

elle admet, donc, deux racines réelles
distinctes, qui sont 0,6—-125

= 207522 208
5 —-2x0,3 -
L, =205 508
-2x0,3
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e Comme |L,|>1et |L,|>1 (situées en dehors
du cercle unité), le processus est stationnaire.

e On peut vérifier facilement que

‘Al::.jg.::_jk_.:: ,
L, 108
et
p=to1 - o3
L, -308

2. Par définition, tout processus AR fini est
inversible.
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3. Pour calculer y,, on tient compte de la
relation Yo= CD1y1+ cI)2yz+0-a€2

D’autre part, en donnant a rles valeurs 1 et
2, dans la formule y,. @y, 4, @y, . 7>0

on obtient
= (Dlyo + (DZyl
V2 =@y + @),
En résolvant, ce systeme, pour y, et y, on

obtient ) )
::qpl*'qu"qu

e SV
P10, ; 1-o,

Yo
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e Si on substitue ces valeurs dans la relation

Yo= CI)1))1+ CI)27)2+0-s-:2

On obtient
1-9, 2
= g, :H12,422
T @ e, )a-0,F - o))

ou ®,=0,6 , ®,=0,3. Par conséquent,

D,

V= 1 ¥, =10,64

2
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e Une fois que 'on a déterminé y,ety, les
valeurs restantes peuvent étre obtenues d’une
forme récursive de la formule y_ @y, Pyy.,

On trouve

Vo, =@, ), +d,), =1011
Vo =D, + D), =926
Y, =Py, + D), =859
Ve =D, + Py, =793
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4. Comme, on a déja trouvé y,, pour calculer R,
on utilise la relation Y,

14

et on obtient les résultats suivants:
R,=0,86; R,=0,81; R,=0,75; R,=0,69 et R.=0,64.
e Alternativement, on peut faire o)
R=—1
1-®
En prenant R,=1 et R,=0,86 comme valeurs
initiales, les autres valeurs peuvent étre

trouvées de forme récursives a partir de la
formule R. ®,R ;. DR ,;1=2,3,4,5, ..
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=0,86

Corrigés de I'exercice 4

* Y= 60,4+ 20,
I\
* 0,=2 -0,5 = Y= &~0,46.1-0,5¢,
1) Par définition, tout processus MA d’ordre fini
est stationnaire.

2) Pour vérifier si les conditions d’inversibilité
sont satisfaites, on calcule les racines de
I’équation caractéristiques A%-0,4A-0,5=0

* Son discriminant est A=(-0,4)2-4x(-0,5)=2,16>0
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* Elle admet, donc, deux racines réelles
distinctes

_0,4+147

A =0,935

Az = OA'_—21’47 =-0,535

Comme |A;|<1 et |A,|<1, alors le processus
MA(2) considéré est inversible.

e Une autre alternative est d’utiliser le
polynéme caractéristique 1-0,4L-0,5L2=0
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* Son discriminant est A=(-0,4)2-4x(-0,5)=2,16>0
e |l admet, donc, deux racines réelles distinctes

0,4-./216 =107

4k (-05)
L 204+ 216 _ o
2x(-0,5)

e« Comme |L,|>1et |L,|>1, alors le processus
MA(2) considéré est inversible.
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e On peut voir facilement que

3. Pour calculer yq,y4,...y5 , on utilise les
frelation(

Vo= (+62+682)o

N

v, =0;17=34,5,.
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On trouve: Y0=2,82 y,=—0,4
et y2=_0,8.
4) A partir de la variance et des auto-

covariances, le calcul des auto-corrélations
est immédiat

_h_
R=2=-014
Yo
_ Vs _
R =%2=-028
Yo

R=0; 1=34,5,..
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Corrigés de I'exercice 5

1. Ce processus est stationnaire puisque
|®D,]=10,9|<1.
2. Par analogie, puisque |0,]|=]0,8|<1, le
processus est inversible.
3. En utilisant la relation
_1-26®, +67

& 1- 2

o’ =526
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* En utilisant les relations  y, = ®,y, — 8,07

et YV, =Py, 1=2345,..
on trouve y,=0,73 ; »,=0,66 ; y;=0,59 ;
v,=0,53 ; 75=0,48
4. La suite des coefficients des auto-corrélations
s’obtient immédiatement

R=0,14 ; R=0,13 ;  Ry=0,11
R,=0,10 ; R.=0,09
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Corrigés de I'exercice 6

1. Un modele ARIMA(O,1,1) peut étre exprimé
d | nS| . Yt_Yt-]_: 8t_ ngt-l
1

=—\Y, -V, )=
& (1—¢91L)( t t—l)
= (Yt O, O+ )_ (Yt—l +OY ,+OY + )

=Y, - (1_ ‘91)Yt—1 - (1_ 81)81Yt—2 - (1_ ‘91)‘912Yt—3 T
En tenant compte que #,=0,09 le modele
s‘exprime alors,
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Y, =0,91Y_, +0,082Y._, +0,007Y,_, +..+ €,

4.'expression théorique d’'un AR(ee) serait comme
suit:
Y =Yy FILY L, Y LY o Lt E

En identifiant chaque 7; avec son correspondant
obtenu dans la question précédente, on obtient,

7, = (1_ ‘91)
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e Par conséquent,
o © 1
Y m=(1-6)6 :(1‘91)_—6,:1
i=1 i=1 1

 Dongc, la somme 2.7 =1 est vraie, quelque soit
la valeur de 8, et chaque fois que le modele
est inversible. (|8,]<1)
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