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Transformations des vecteurs aléatoires :

Soient X et Y deux v.a. définies sur (£2,.4, P). On définit :
X+Y)(w) =X(w)+Y(w), Ywe

(XY)(w) =X (w).Y(w), VYwe

X +Y et XY sont des v.a.
Il en est de méme de 3+ si {Y = 0} = 0.
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Loi d’une somme de variables aléatoires discrétes :

La probabilité P(Z = k) de la somme Z = X +Y de deux v.a. X,Y est
la somme des probabilités P(X =1i,Y = j) étendue a tous les couples
(i,7) liés par la relation k =i+ j :

P(Z=k)= > P(X=iY =j)
itj=k

Si les variables X et Y sont indépendantes, on a :

P(Z=k)= > P(X=i).PY =j)
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Loi d’une somme de variables aléatoires discrétes :

Exemple :

On lance deux dés. On veut déterminer la distribution de la somme des
résultats.

Soient X et Y les v.a. correspondantes aux résultats du premier et
second dé respectivement. On a :

1
P(X =i)=c, i=12-.6
. I
et P(Y:]):g? .7:1727"'76

La distribution de Z est :
P(Z=k)= ) P(X=iY =j)
i+j=k
Comme les deux résultats sont indépendantes, on a :

P(Z=k)= > P(X=i).P(Y =j)
i+j=k
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Loi d’une somme de variables aléatoires discrétes :

Exemple :

La v.a. Z prend les valeurs 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 et 12 avec les
probabilités :

P(Z=2)=P(X=1)P(Y =1)=%x ¢ =4,
P(Z=3)=P(X=1)P(Y =2)+P(X =2)P(Y =1) = &,
P(Z=4)=P(X = 1)P(Y =3)+P(X =2)P(Y =2)+

+P(X=3)P(Y =1)=
De la méme fagon, on trouve P(Z =5)
P(Z _7)_367P(Z 8)_%)P(Z:9

N 5
) = 36 P(Z =10) = 36
P(Z=11)= 36, P(Z=12) =
On en tire le tableau :
A 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10| 11 | 12
— T P 3 1 5 6 5 1 3 7 T
P(Z=F) |5 |35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
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Somme de deux v.a. binomiales :

Soient deux v.a. X; et X5 indépendantes telles que X; ~ B(ny,p) et
Xo ~ B(nga,p) alors X1 + X9 ~ B(ni + na, p). J

On a:
P(Xi+Xo=k)=) P(X;=i,X;=j)

ot A= {(i,)/0 <i <ny,0<j < ngyi+j=k}

P(X1+ Xy =k) =) P(X; =i)P(Xs =)
Z p)" O (L= p)™
Zcz Cj H—] p)nl-l—m—i—j
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Somme de deux v.a. binomiales :

N

Or Y, Ci Ch, = S ¢t ¢h, = Ok d’on

ni+ng)
P(X1+Xo=k)=CF ., pF(1—p)mtn2k
On peut énoncer ce résultat plus simplement en affirmant que X7 + Xo

est la somme de nj + no variables de Bernoulli de méme parameétre p.
C’est donc bien une variable binomiale B(n, p) avec n = ny + no.
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Somme de deux v.a. suivant une loi de Poisson :

Soient deux v.a. X et Y indépendantes suivant toutes les deux une loi

de Poisson de paramétre . La variable aléatoire Z = X + Y suit aussi
une loi de Poisson de parameétre 2.

En effet, P(Z=k)=P(X +Y =k)=3F [ P(X =4,Y =k —1)

k
ZP Y =k—1)

=0
k A\l k—i k ivk—i
Z; —>\ A »ZZ'M
_chk)\l)\k : _ e;*()\+)\)k
= (2)\)’“6;:\
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Loi d’une somme de deux variables aléatoires continues :

Soit Z = X + Y. On veut déterminer la fonction de répartition de v.a.
Z.Ona:Fy(z)=P(Z<z)=P(X+Y <z)=[[, f(z,y)dedy on
A={(r,y) ER?/z +y < z}.

Si X et Y sont indépendantes, on a :

o= [ [ swpasay= [~ [ / ;xf(w)dy] dr =

:/Z [/: fy(y)dy] fX(:c)dx:/: Fy (2 — o) fx(2)dz

On peut trouver de la méme fagon : Fy(z f Fx(z —y)fy(y)dy
En dérivant Fz(z) par rapport a z, on trouve
= ffooo fx(z—y)fy(y)dy ou encore
2) = [Zo fr(z — o) fx (x)da
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Loi d’une somme de deux variables aléatoires continues :

Exemple :

Soient deux v.a. indépendantes X et Y qui ont pour densité de
probabilité respective :

_ Ae ™™ siz >0 pe M iy >0
fX(j”)_{o sie<o W)= {0 siy <0

@ Trouver la fonction de répartition F'(x,y) du couple (X,Y")
@ Trouver la densité de probabilité de la somme Z = X +Y

Solution :
(1) Ona: F(x,y) = [*_ [Y flu,v)dudv = [] [} e~ AR doydy

= (1 — eiAx) . (1 — ef“y)

— e AT) (] — e~ HY > >
etF(x,y)—{(l e )(1 e HY) S}x_Oety_O
0 sinon
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Loi d’une somme de deux variables aléatoires continues :

Exemple :

(2) La densité de Z s'écrit : fz(2) = [T2° fx(2) fy(z — x)dz =

x>0
z—x>0
Siz>0,ona: fz(z) =[5 Aue e —A=mz gy — )\)‘““ (e7 — ™).
Ap uz _ =AMz F >
Pour A\ # p, fz(z) = ’\”(e ) S?Z_O
0 siz<0

Pour A = 1, fz(z) = [§ A?e da = A?2¢7*?,si z > 0 et on a, donc :

Mze ™™ §iz>0
0 siz<0
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Loi de la somme de deux v.a. suivant des lois normal

Soient X7 et X5 deux v.a. suivant des lois normales N (u1,01) et
N (uz, 02) respectivement. La v.a. X; + Xo suit, alors, aussi une loi

normale N (1 + p2, /0 + 73).

On montre ce résultat pour les v.a. Z; = ch;’“ et Zo = X%”Z qui
suivent toutes les deux une loi normale N(0,1). La densité de

2712 z2
Z =7y + Zy sécrit : f(z) = [T 127r6 = \/% e 2 dx

/ eFr " dx—e/ dx.
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Loi de la somme de plusieurs v.a. suivant des lois

normales :

Remar que :

Ce résultat peut étre généralisé a la somme de plusieurs v.a.
Xi(i=1,2,---,n) iid. suivant des lois X; ~ N (u;,07)(i = 1,2,--- ,n)
alors
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Changement de variables :

Soient deux v.a. X et Y absolument continues. La densité de
probabilité du couple (X,Y) est f(x,y). On considére la transformation

U = UXy) et la transformation inverse = X(UV)
Vo= V(X,Y) Y = Y(U,V)
La fonction de densité de probabilité du couple (U, V) est :
_ Az, y)| _
ol 0) = £ [ = f ) w7

ou J est le déterminant de Jacobi (ou le Jacobien) :

dz Oz
8(%, y) ou ov
J = =
d(u,v) oy oy
ou ov
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Changement de variables

A P’aide de la formule précédente, on peut retrouver la formule de calcul
de la densité de probabilité de Z = X + Y ou X et Y sont deux v.a.
indépendantes absolument continues.

en effet, comme on a f(x,y) = fx(z).fy(y) et en considérant la

transformation{ r= 7 oul ¥ T 7 , on obtient :
z = x4y Yy = zZ—x

N 1 0
g(z,2) = f(z,z —2)|J| = fx(2)fy(z —z) ou J = 11 =1

La fonction h(z) densité de probabilité de Z s’écrit, donc,

h(z) = /_ " fx(@)fy(z - 2)da
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Changement de variables

Soient X et Y deux v.a. indépendantes dont la densité de probabilité du
couple (X,Y) est f(x,y). Trouver la densité de probabilité de Z = XY

On considére la transformation { v ou { ro= f
z = xy = Z
1 0
Pour z # 0, on a : g(z,2) = f (z,2))|J] on J = :%,
—z 1
2

On a donc g(z, 2) = fx(2)fy (£) |1] et la densité de probabilité de Z
s’écrit :

b = [ gwde= [ s () do

—00 —
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Exercice :

Soient deux v.a. X et Y dont la densité de probabilité est donnée par :
osi0<xr<2etl<y<3
— 8
f(z,y) { 0 ailleurs

@ Trouver la densité de Z =2X +Y
© Trouver la densité du couple (U,V) ot U = XY et V = XY?2.
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On considére la transformation { ~  © oud ¥ T 7
z = 2z+4y Yy = z—2«x
1 0
On ag(z,z) = f(z,z — 2z)|J| ou J = =1
2 1

L’ensemble A = {(x,y) € R?/0 < 2 < 2,1 <y < 3} correspond &
B={(z,2) eR?/0<x<21<z—2r<3}.

z(z—2x) . .
On obtient donc g(x,z):{ 8 Si0<z<2l<z-20<3

0 ailleurs
la densité de Z s’écrit :

f%wdm sil<z<3

0 3

g(z) = I3 @dl‘ sid<z<5h
- 2

ﬁ%@d;p Sib<z<T

0

ailleurs

N
|
-
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(2% — 32 +2)
3(242; +16)

Costa-dire: 9(z) =3 s 75, 1s9)

O

(2) Soit la transformation { = XY

U
v = xy?

sil<z<3
sid<z<bh
sih<z<T
ailleurs

_ v
(5§
Y:U

L’ensemble A = {(z, y) €R?/0 <z <2,1<y< 3} correspond &

C= {(uv)€R2/0< <2,1<2<3}on

C = {(u,v) € R?/u? <2v u<v<3u}et0na:

2u
g(uvv) = f(x(u,v),y(u,v))]ﬂ ot J =

—v
U2

0 ailleurs

(u,v) = 8% siu?<2vetu<uv<3u
IY) = 0 ailleurs

2

—u-
02

= % On obtient,
1
u

1u2 vl
(u, ):{ S o uz siu2<2wetu<v<3u
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