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Plan

Parmi les Méthodes de réduction de la variance qui reste a voir, on
trouve :

Méthode de stratification.

e Valeur moyenne.

o Conditionnement.
Méthode Quasi-Monte-Carlo.
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Méthode de stratification :

On veut calculer une intégrale de la forme I = E(h(X)) avec X
variable de densité f sur un ensemble D.

Cette écriture nous donne I'idée d’une premiére méthode de
Monte-Carlo :

. 1 &

avec X1, -+, X, ii.d. de méme loi que X.
L’erreur commise

I—1I,=EMNX)) - = h(X;)

est approximativement de loi N'(0,0/y/n) avec 02 = Var(h(X)).

Prof. Mohamed El Merouani (Univers Methodes de Monte-Carlo 2018/2019



Méthode de stratification :

Supposons que D est partitionné en Dy, Da, -+, Dy, (ce que nous
noterons D = Uj<;<m,D;). Nous décomposons I en :

m
I=> pl;
i=1

avec pour tout i, I; = E(h(X)/X € D;) et p; = P(X € D;) (nous avons
> i, pi = 1). Nous supposons que nous savons simuler suivant la loi
L(X/X € D;) pour tout i et que tous les p; sont connus. Pour chaque i,
nous pouvons approcher I; par une méthode de Monte-Carlo a n;
tirages :

avec des variables Xfi),XQ(i), e ,X,(fi) iid. ~ L(X/X € D;).
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Méthode de stratification :

Chacune de ces approximations a un cotit numérique n; (puisqu’on fait

n; boucles pour calculer la somme ci-dessus). Nous en déduisons une
deuxiéme approximation :

m
I'~ § pili
i=1
L’erreur commise se décompose dans ce cas en une somme d’erreur :
m m
I— E pili | = E pi(li — 1)
=1 =1

Dans cette somme, chacun des termes est (approximativement) de loi

N (0, pioi/\/n;) avec

o? = Var(h(X)/X € D)
= E((h(X) — E(h(X)/X € D;))?/X € D)
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Méthode de stratification :

7t =~ ((M(X) = B((X)/X € D))lixe,)

= p; 'E(M(X)*Iixep,y) +p; 'E(MX)/X € D;)*E(Iixep,})
—2p; 'E(h(X)/X € D;)E(h(X)I{xep,})
= p; "E(h(X)’Iixepsy) — p; “E(M(X){xepy)?

Donc lerreur est (approximativement) de loi N'(0, /> /%, p?c?/n;).
Nous voulons que cette erreur soit la plus petite possible, donc nous
voulons minimiser la variance Y, p?o2 /n;. Comme nous voulons
pouvoir faire une comparaison avec la premiére méthode, nous ajoutons

la contraite y ;" n; = n.
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Méthode de stratification :

Soit S ={(z1,"* ,&m) ERT : 21 + -+ + T = n}.

Soit f:x = (21, ,Tm) GSHZ?LJ%.

Alors f atteint son minimum en n (ﬁl—gl_,, cee %"#)
i=1Pi0i D ity Pio

Preuve :

L’ensemble S est la surface {z € R™ : g(z) = n} avec

g:x=(x1, - ,Tm) €ER™— x1 + -+, (plus précisément,

Iintersection de cette surface avec R'!"). Nous commencons par chercher
les points critiques de f (voir un cours d’optimisation pour les détails
de la démonstration qui va suivre). Ce sont les points x de S tels que
V f(x) est colinéaire a Vg(z) (nous notons (nabla) V pour le gradient).
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Méthode de stratification :

Suite de la preuve :

Nous avons

o o _20_2 _202
V@) = (o) o) = (L )

v.g(x) = (1717'” 71)

Nous cherchons z € S et A € R tels que, pour tout i € {1,--- ,m},
—P?U? =\

I
L’unique solution est z; = n% pour tout ¢. La fonction f est

convexe (sur R'?") donc ce point critique est un minimum. Comme il est
I'unique point critique, alors, c¢’est un minimum absolu. W
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» de stratification :

Comme nous voulons des n; entiers, nous prenons n; = Ln%J,
i=1Pi04

pour tout i (rappel : || =inf{n € Z : n < z}). Dans la pratique, il
faudra donc estimer les o; et les p; (par une méthode de Monte-Carlo).
Si oublie les parties entiéres, la deuxiéme méthode est de variance :

= p%gg . = 2 2(p101+"’+pmam>
> >_pio; —
g im1 np;o;

=1
(plal +--- +pm0m)2
n
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Méthode de stratification :

Nous avons 02 > (p1o1 + -+ + pmom)?
(La variance est donc bien réduite par la stratification)

Preuve : Nous avons

Var(h(X ( Z (X)L xep,}) ) — E(h(X))

(les D partltlonnent D)

m 2
E (Z h’(X)2]I{X€Di}> (sz X)/X € D; ))
i=1
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Méthode de stratification :

Suite de la preuve du lemme :

Z{pz X)?/X € Di) - piE(M(X)/X € D)’}

2
+ Z{pz /XED } E(sz /XED))

Rappelons que pour z1,- -+ ,Zm € R et A, -+, A € RT tel que
Z:Zl A; = 1, nous avons

Z&ﬂ?? > (Nxi)? (1)
i=1

(c’est I'inégalité de convexité pour la fonction carré).
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Méthode de stratification :

Suite de la preuve du lemme :

Donc

Var(h(X)) > Z{pi X)?/X € D)) — p; E(h(X)/X € D;)?}

(encore(1)) > <sz )?/X € D;) — E(h(X)/X € Di)2)1/2>

(Sne)

v
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Valeur moyenne :

On cherche & calculer une intégrale de la forme

I=E(h(X,Y)) = / W) (. y)drdy

ou f est la densité du couple (X,Y"). Cette écriture nous donne 'idée

d’une premiére approximation
1 n
I~1I,= n;h(xi,m
1=

avec des (X;,Y;) i.i.d. de méme loi que (X,Y).

Soit
o) = — / Wz, ) f (z, 9)dy

m(x)

avec m(z) = [ f(z,y)dy.
Nous avons

E(g(X)) = / 9(2)f (. y)didy
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Valeur moyenne :

) = [ o ( / h(x,v>f<m,v>dv) S, o)y
AL

(Fubini) :/ h(z,v) dxdv
x,v

: f flz
:/ h(z, v) f (x, v)dady

)

= E(h(X,Y))

Supposons que nous savons calculer g(x) pour tout x. Nous avons alors
I’idée d’une deuxiéme approximation

- 1 &
~ =) 9(X
=1
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Valeur moyenne :

Nous avons
Var(g(X)) < Var(h(X,Y))

(Donc la méthode de la valeur moyenne réduit la variance.)

Preuve :

Nous avons que E(g(X)) = E(h(X,Y)) donc pour comparer
Var(g(X)) et Var(h(X,Y)), il suffit de comparer E(g(X)?) et
E(h(X,Y)2. Nous avons : E(g(X)?) = fxvy () f(z,y)dxdy

- (R

fv h(z,v)%f(x,v)dv
oy fuf(x,u)du

2
) F(z, y)dedy

(Cauchy-Shwarz) < f(z,y)dzdy
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Valeur moyenne :

Suite de la preuve :

(Fubini) = % ( / Flx,y dy) dadv

:/ h(z,v)2f(z,v)dzdy

- B ()
Donc Var(g(X)) < Var(h( ,Y).
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Conditionnement :

On cherche toujours a estimer I = E(h(X)) en supposant

E(h?(X)) < co. L’idée force dans cette section a été vue en cours de
probabilités, a savoir : le conditionnement ne change pas la moyenne,
mais réduit l'incertitude. Appliquée & notre contexte, ceci signifie que
pour toute autre variable aléatoire Y, on a d’une part

E(E(h(X)/Y)) = E((X)) =T
et d’autre part
0? =Var(h(X)) = Var(E(h(X)/Y))+ E(Var(h(X)/Y)

> Var(E(h(X)/Y))
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Conditionnement :

Soit, donc, Y une variable auxiliaire de densité g dont on sait simuler
des réalisations et telle que, pour tout y, on peut calculer
k(y) = E(h(X)/Y =y). On considére I'estimateur

fo= = SThY) = S B(X)/Y)
i=1 i=1

Ses propriétés découlent de ce qui vient d’étre dit.

Proposition : (Estimation par conditionnement)

Si E|h(X)| < oo, alors I'estimateur I,, est sans biais et convergent,
c'est-a~dire E(I,) = I et

T = = S k() 225 B((Y)) = B (B(X)/Y) =1
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Conditionnement :

Proposition : (Estimation par conditionnement)

Si de plus E(h?(X)) < oo, alors

VI, — I) —£— N(0, )

n—00

avec s2 = Var(E(h(X)/Y)) = Var(k(Y)) = BE(K*(Y)) — I?

A nouveau, la variance s? est estimée de facon immédiate par
1 n
2 Z 2/ 72
Sp = — k (}/Z) - In
n-
=1

et les intervalles de confiances asymptotiques en découlent.
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Conditionnement :

Exemple : "Surface du quart de disque unité"

On revient & 'exemple déja vu de I'estimation de 7. Supposons que
(X,Y) suivre la loi uniforme sur le carré C' = [0, 1] x [0, 1] et que
h(z,y) = Liz21y2<1y- En notant D = {(z,y) € R?,2? + y* < 1} le quart
de disque unité, on a donc

e //C Ip(z, y)dedy = A(D) = %

Simuler des points (X;,Y;) uniformement dans C' est trés facile et la
propriété précédente assure donc

n—oo

Z]IDXZ,Y —>4<:>4><I LN
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Conditionnement :

Exemple : "Surface du quart de disque unité"

Les variables X et Y étant uniformes et indépendantes, on a
E(Ip(X,Y)/X =x) = P(z>+Y? < 1) = P(Y < /1 —22)

=vV1—22=kx)

ce qui conduit & I'estimateur
1 n
/ 2
— E 1-X;
=1

Sa variance se calcule facilement

3

T 2 T

— B(RA(X)) - I? = /01(1 — 2?)dz — (Z>2 =5- (1)2 ~ 0,05

La variance de I,, étant de o2 = 1 (1 — %) ~ 0,17 on gagne un facteur
de 2 en écart-type, c’est-a-dire que pour le méme n, on a un estimateur
deux foix plus précis avec deux fois moins de variables uniformes
(puisqu’on ne simule plus les X;).
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de quasi-Monte-Carlo :

La méthode de quasi-Monte-Carlo n’utilise pas des suites de
nombres aléatoires, c’est ’analogue déterministe de la méthode de
Monte-Carlo. Mais, elle se base sur le méme probléme que la méthode
de Monte-Carlo, c’est-a-dire, 'approximation de I'intégrale d’une

fonction f :
I:/ f(x)dx
[0,1]¢

Si d = 1, pour une méthode de Monte-Carlo classique, i.e. lorsque
(Xn)n>1 est une suite de variables i.i.d. uniformes sur [0, 1], on fait
I’approximation

N
I~1I,= ﬁZf(Xi)
i=1

qui a une erreur moyenne en O(1/4/n), celle-ci étant mesurée par
I’écart-type. Donc, la méthode de Monte-Carlo classique a une vitesse
de convergence lente.
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Méthode de quasi-Monte-Carlo :

Notion de discrépance :

Dans 'objectif de chercher des suites de nombres (autres que les
nombres aléatoires ou pseudo-aléatoires) telles que la convergence soit
plus rapide, les recherches ont conduit & s’intéresser aux méthodes dites
de quasi-Monte-Carlo. Ces méthodes approchent I par %Z?:l f(Y;) ou
(Y;)ien est une suite déterministe. Comme nous voulons qu’il y ait
asymptotiquement convergence quand n — +oo, la suite (Y;);en doit
étre équirépartie, d’ou la notion de discrépance :

Soit la suite Y = (Y;);en, soit A, (B,Y) le nombre d’éléments

appartenant & B C [0, 1]d parmi les n premiers termes de Y, c¢’est-a-dire

An(B,Y) =371 Iy,ep), et soit F une famille de sous-ensembles de

[0, l]d. La discrépance des n premiers termes de Y est alors définie par :

D, (F,Y) = sup 4n(B,Y)
BeF n

(ou la mesure uniforme) sur [0, 1]¢.

— Aa(B)|, ou Ay est la mesure de Lebesgue
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Méthode de quasi-Monte-Carlo :

Notion de discrépance :

Le type de discrépance la plus utilisée est la discrépance étoile :
Dy (Y) = Dn(F*,Y)
oit F* = {I[ [0, wi) : ui € [0, 1]}

En dimension d = 1, on a ainsi

Dy(Y) = sup

0<u<1

nZH[Ou -

Autrement dit, la discrépance mesure la distance en norme sup entre la
fonction de répartition empirique et celle de la loi uniforme.
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Variation de Hardy-Krause :

La variation au sens de Hardy-Krause d'une fonction f : [0,1]¢ — R de
classe C? est

Z Z / 7({[}(2'1,'-- ,ij) dl‘il-"dwij,
=1 iy <<y 1011 Oxi, - - Oy,
avec x(i1,--- ,1;) le point de R? dont toutes les coordonnées valent 1
sauf celles de rangs (i1,--- ,4;) qui valent respectivement (z;,,--- ,;;).

Ainsi, lorsque d = 1, on a tout simplement

1
V() :/0 @)z = |1l

Pour d = 2, ¢a se complique un peu :

tof 1 of
V(f) _/0 37531(5131,1) dﬂ:1+/0 6—362(1,932) dzo+
52
* FYE Rt b drid
//[0,1]2 0z10x9 (z1,72)| dr1d2:
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Variation de Hardy-Krause :

Il est clair qu’en dimension supérieure, estimer la variation de
Hardy-Krause devient vite inextricable : somme de (2¢ — 1) termes,
dérivées partielles...Néanmoins, cette notion intervient de fagon cruciale
pour majorer la qualité d’un estimateur basé sur une séquance (Yy,)n>1.

Estimation d’erreur d’approximation de la méthode de
quasi-Monte-Carlo : J

L’erreur d’approximation de la méthode de quasi-Monte-Carlo est
bornée par un terme proportionnel & la discépance de la suite (Y,)n>1.
Plus précisément, 'ingalité de Koksma-Hlawka borne I’erreur par

1 n
PIEORY BRICTE

ot V(f) est la variation de f au sens de Hardy-Krause et D} (Y) la
discrépance de Y a l'ordre n.

S VI(f) x Dp(Y),
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Méthode de quasi-Monte-Carlo :

Suite a discrépance faible :

Une suite a discrépance faible est une suite numérique ayant la
propriété que pour tout entier IV, la sous-suite Y7, -+, Yy a une
discrépance basse.

Grosso modo, la discrépance d’une suite est faible si la proportion des
points de la suite sur un ensemble B est proche de la valeur de la
mesure de B, ce qui est le cas en moyenne (mais pas pour des
échantillons particuliers) pour une suite équirépartie.

Les suites a discrépance faible sont appelées quasi-aléatoires ou
sous-aléatoires, en raison de leur utilisation pour remplacer les tirages
de la loi uniforme continue. Le préfixe "quasi" précise ainsi que les
valeurs d’une suite & discrépance faible ne sont pas aléatoires ou
pseudo-aléatoires, mais ont des propriétés proches de tels tirages,
permettant ainsi leur usage intéressant dans la méthode de
quasi-Monte-Carlo.
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Méthode de quasi-Monte-Carlo :

Suite a discrépance faible :

Définition :

Une suite (Y;,),>1 de [0, 1]¢ vérifiant D% (Y) = O((logn)?/n) est dite a
discrépance faible et une méthode d’approximation basée sur ce type de
suite est dite de Quasi-Monte-Carlo.

| A

Exemples :

Parmi les suites & discrépance faible, on trouve les suites de Halton, les
suites de Faure, de Sobol et de Niederreiter.

Pour une suite de Halton en dimension d, on peut montrer que

DE(Y) = O((logn)?/n).

En dimension d = 1, le cas particulier de la suite de Halton est la suite
de van der Corput. Dans son cas, D} (Y) = O(logn/n).

Prof. Mohamed El Merouani (Univers Methodes de Monte-Carlo 2018/2019



et que l'on se donne une suite (Y;,),>1 a discrépance faible, par exemple
une suite de Halton basée sur les d premiers nombres premiers, alors
I’estimateur

est un estimateur Quasi-Monte-Carlo de I'intégrale I, dont 'erreur
(déterministe) est donc en O((logn)?/n). Rappelons qu’une méthode de
Monte-Carlo classique présente une erreur (moyenne) en O(1/4/n). Dés
lors, les méthodes Quasi-Monte-Carlo sont typiquement compétitives et
s’appliquent surtout en mathématiques financiéres.
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Exercice :

On veut calculer I = E(]I{X>0}6’8X) ou X ~N(0,1) et 5 =5. On
estimera la variance a chaque étape de ’exercice.

@ Calculer (par Monte-Carlo) la variance par la méthode initiale
(quand on tire des X7, Xo,---, X, i.i.d. de loi N(0,1) et que I'on
approche I par + 37 | Iry,~qpef %)

© Proposer une méthode d’échantillonnage préférentiel.

@ Proposer une méthode de variable de contole.

@ Améliorer la méthode & 'aide d’une technique de variable
antithétique.
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Exercice :

(1) Si on cherche & calculer E(e#X) avec X ~ N(0,1). Nous savons que

E(eBX) = / B e

Si nous tirons Xy, -, X,, i.i.d. de méme loi que X, nous aurons

1 — o
- BXi o B(eBPXY 4+ Y
n;e (") + Tn

avec Y ~ N(0,1), 02 = Var(e?X) (d’aprés le théoréme de la
limite-centrale).
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Un calcul similaire & celui que nous venons de faire nous donne :

2 2
ol =2 —ef

En ce qui concerne I'erreur relative

o o 2
eﬂX Z B~ g m P = E(eﬁX)\/ﬁ\ﬂ

Nous avons 65 ) =+e . Par exemple, si 8 = 5, si nous voulons

une erreur relatlve de l'ordre de 1, il faut prendre n tel que

NLD

>1,96
e — 1

S

c’est-a-dire n de ordre de 4 x 10!, ce qui n’est pas réalisable dans la
pratique. C’est pourquoi il est important de réduire la variance.

Methodes de Monte-Carlo
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Exercice :

(2) Méthode d’échantillonnage préférentiel :
)

Posons h(x) = ]I{z>0}eﬁ‘”, flx) = \/%e v*/2

Nous remarquons que

2
@) f) = D2 exp (o 67+ )

Nous utilisons les mémes notations que dans le cours et prenons

o) = e (5 -7+ 3 )

Nous avons

f(z) 1 ex _lm_ 2
Jo fw)dy V2 p( 5 ﬁ))

(c’est la densité de N (3,1), suivant laquelle nous savons simuler).
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Exercice :

(3) Méthode de variable de controle :

Nous avons
I =E(f(X))

avec f(z) = ]I{x>0}eﬁx
= E(f(X) — h(X)) + E(h(X))

———

ors dzx

avec h(z) = €5% et E(h(X))

I
%%
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Exercice :

(4) Technique de variable antithétique :
Si X ~ N(0,1), alors —X ~ N(0,1). Donc

h(X)~|—h(—X)>

B((x) = B(h(-x) = B ("

On en déduit une nouvelle méthode de Monte-Carlo pour approcher
I’espérance.
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