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Exercice 1 : (8 points)
I.- La loi de Poisson de paramètre λ > 0 est la loi de toute variable aléatoire X prenant ses
valeurs dans N avec P (X = k) = e−λ λ

k

k!
; ∀k ∈ N

1. Calculer l’espérance mathématique E(X) et la variance V ar(X) de la variable X.

2. Calculer la fonction caractéristique ϕX de la variable X et retrouver l’expression de
l’espérance mathématique et de la variance de X.

II.- On considère, maintenant, X1 et X2 deux variables aléatoires discrètes et indépendantes qui
suivent des lois de Poisson de paramètres λ1 et λ2 respectivement. Soit Y la variable aléatoire
définie par Y = X1 +X2.

1. Déterminer la fonction caractéristique ϕY de la variable aléatoire Y et en déduire la loi
de la variable Y .

2. Trouver la loi conditionnelle de X1 par Y .

Exercice 2 : (12 points)
Soit X une variable aléatoire absolument continue qui suit une loi exponentielle Exp(λ) de

paramètre λ > 0 ayant pour densité de probabilité fX(x) =

{
λe−λx si x > 0
0 si x < 0

1. Déterminer FX la fonction de répartition de X. Donner RX sa fonction de survie définie
par RX(x) = 1− FX(x),∀x ∈ R.

2. Calculer son espérance mathématique E(X) et sa variance V ar(X).

3. Déterminer sa fonction génératrice des moments MX .

4. En déduire l’expression des moments non-centrés E(Xk) d’ordre k > 1 de X. Retrouver
l’expression des moments non-centrés d’ordre 1 et 2 et de la variance de X.

5. Démontrer, en utilisant la fonction de survie définie en 1̊ ), que la variable aléatoire X
vérifie la propriété d’absence de mémoire :

P (X > x+ u/X > u) = P (X > x); ∀x > 0; ∀u > 0.

Réciproquement, démontrer que la seule loi absolument continue vérifiant cette propriété
est la loi exponentielle.

6. Soit une suite X1, X2, · · · , Xn de variables aléatoires indépendantes qui suivent la même
loi exponentielle Exp(λ) de paramètre λ > 0. Notons Sn =

∑n
i=1Xi. Démontrer, par

récurrence, que la loi de Sn est de densité de probabilité gn(x) =

{
λnxn−1e−λx

(n−1)!
si x > 0

0 si x < 0

appelée loi d’Erlang d’ordre n.

Barême : Chaque question est notée sur 2 points.
Bonne Chance !
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