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Exercice 1 : (12 points)
On considère une variable aléatoire discrète X qui suit une loi binomiale de paramètres n et p
que l’on note X ∼ B(n, p) :

P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k; 0 6 k 6 n

1. Soit la variable aléatoire Y = n−X. Quelle est la loi de Y ?

2. Montrer que la loi binomiale vérifie la relation P (X = k) = (n−k+1)p
k(1−p)

P (X = k − 1) et

retrouver P (X = k) par récurrence.

3. Calculer l’espérance mathématique E(X) et la variance V ar(X) de X par la méthode
directe.

4. Retrouver l’espérance mathématique E(X) et la variance V ar(X) de X en considérant
que X =

∑n
i=1Xi avec les Xi; i = 1, 2, · · · , n sont des variables aléatoires de Bernoulli,

indépendantes et de même paramètre p.

5. Calculer la fonction caractéristique de X (par la méthode directe) et retrouver E(X) et
V ar(X).

6. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes telles que X1 ∼ B(n1, p) et
X2 ∼ B(n2, p).

(a) Déterminer la loi de leur somme X1 +X2.

(b) Soient α et β deux entiers tels que α 6 β. Calculer la probabilité conditionnelle
P (X1 = α/X1 +X2 = β).

Exercice 2 : (8 points)
On considère une variable aléatoire U de loi uniforme sur l’intervalle ]0, 1[.
On écrit U ∼ U(]0, 1[).

1. Montrer que U et 1− U suivent la même loi.

2. Quelle est la loi suivie par V = − ln(U) et W = − ln(1− U) ?

3. Montrer que R =
√
− ln(U) suit une loi de Rayleigh R(α) de paramètre α à déterminer.

On rappelle qu’une variable aléatoire R suit une loi de Rayleigh R(α) si sa densité est de
la forme :

fR(r) =
r

σ2
e−

r2

2σ2 pour r > 0

(Indication : Dans les questions 1, 2 et 3, penser à utiliser les fonctions de répartition)

4. Soient les variables aléatoires X = R cos θ et Y = R sin θ où les variables aléatoires
R ∼ R(α) et θ ∼ U([0, 2π[) sont indépendantes.

(a) Calculer la loi conjointe de (X, Y ).

(b) Donner les lois marginales de X et Y . Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes ?

Barème : Chaque question est notée sur 2 points.
Bonne Chance !
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