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Plan

Nous présentons quelques méthodes qui peuvent étre efficientes pour
des lois de probabilités particuliéres :

e Loi binomiale

e Loi de Poisson

Loi géométrique

o Loi binomiale négative

Loi hypergéométrique
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Loi binomiale :

e Une variable aléatoire X de loi binomiale B(n,p) peut étre
interprétée comme la somme de ”n” expépériences, indépendantes
de Bernoulli.

@ Ainsi, il existe une fagon d’échantillonnage en générant "n”
nombres aléatoires Uy, Us, ..., U, ~ U(0, 1) et en faisant égaliser X
a celles d’entre elles qui sont inférieures a p.

o Si nous considérons la i®M€ expérience succés lorsque U; < p et que
la probabilité de cet événement est égale & p, il est claire que 'on
obtient une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p.

e L’algorithme est :

Faire X =0
Répéter n fois

Générer U ~ U(0,1)

SiU < p, faire X = X + 1
Sortir X
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Loi binomiale :

o Cette méthode requiere ”n” nombres aléatoires et "n” vérifications
(comparaisons, tests).

e Pour cela, on peut opter pour la méthode d’inversion suivante
basée sur la formule recurrente qui permet d’obtenir la probabilité
P(X:Z+1) = Di+1-

P(X =i+1)=pip = O p (1 —p) 0D

~ (n=dp
T Grna-p”
~ (n—d)p _
“Grna_p K=
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Loi binomiale :

e Dans l'algorithme suivant, on note P = P(X =1) et
F=P(X <i).

Générer U ~ U(0,1)
Faire i =0, P=F = (1 —p)"
Jusqu’a ce que U < F
Faire P = %P F=F+p
t=1+1
Sortir X =14

W

e Le nombre de vérifications (comparaisons) est un plus que la valeur
de X, pour cela, on a besoin, en moyenne, de (1 + np)
comparaisons pour générer la variable X.

e Evidement, si le procédé est répété plusieurs fois pour les mémes n
et p, les F; peuvent s’accumuler, comme dans la méthode générale
d’inversion.
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Loi binomiale :

e Lorsque n est grand, la méthode est peu efficiente et on peut opter
pour une méthode générale.

e Autre possibilité, a partir du théoréme centrale limite, en se basant
sur le fait que (x)Z = % tend vers une loi normale N (0, 1)
lorsque n croit indéfiniment.

e Dans ce cas, on génére Z ~ N(0,1),

@ On résoud () précédente en X et on arrondit & une valeur entiére
non négative, en faisant

X = max{0,ent(—0.5+ np + Z+/np(1 — p)}.
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Loi de Poisson :

e Dans le cas de la loi de Poisson P(\), pour A petit, on peut utiliser
la méthode d’inversion, selon la formule de récurrence
P(X =i+1)=2:P(X =1i).

@ Avec la méme notation F, P d’avant, on obtient :

Géneérer U ~ U(0,1)

Faire i =0, F = P =

Jusqu’a ce que U < F
%MP:G%RF:F+p
t=0+1

Sortir X =1 )

@ Le nombre de comparaisons sera "une" plus que la valeur de
Poisson générée. En moyenne, il sera nécessaire 1 + \ comparaisons.
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Loi de Poisson :

e Un autre algorithme intéressant se base sur la relation qui existe
entre la loi de Poisson et la loi exponentielle.

e Siles durées (temps) 7T; entre les événements d’'un processus
ponctuel sont i.i.d. (indépendantes identiquement distribués) selon
une loi exponentielle Ezp(A), le nombre X des événements dans un
intervalle de durée 1 suit la loi P(\).

X+1

° AlorsZT <1< ZT

e comme Ti = Tl ln(Ui), on peut reécrire la formule antérieure
1 X _q X4
- ;m(UZ) <1<+ Z; In(U;)

@ ou bien HfilUi >e A > Hgi"l'lUi
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Loi de Poisson :

e D’ot, on obtient, ’algorithme

Fairea=1, k=0

Jusqu’a que a < e”
Générer U, ~ U(0,1)
Faire a = aUy,
k=k+1

Sortir X =k )

A

e Pour X grand, on peut approximer la loi de Poisson par une loi
normale. Lorsque A > 10, la loi de (x%)Z = % tend vers une

loi normale A/ (0, 1).
e On génére Z ~ N(0,1), on résoud (%) précédente, par rapport a
X et on arrondit & une valeur entiére non négative, on obtient

X = max{0, ent(—0.5 + X + ZV/A}.
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Loi géométrique :

e La loi géométrique Ge(p) est connue parfois comme la loi
exponentielle discréte, puisqu’elle peut étre générer en échantillant
par discrétisation d’une loi exponentielle. En effet, supposons
Y ~ Exp(N).

e Soit X = ent(Y). Alors,

— e—Xr - e—)\(r+1) (* % *)

() (1)

pour r =0,1,--- , est la fonction de loi de probabilité
Ge(p=1—e?).
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Loi géométrique :

e En prenant A = —In(1 — p), on remarque que (* * x) précédente est
identique & la fonction de probabilité d’une loi géométrique de
paramétre p. Donc,

ounV=—-InU ~ Exp(1).

@ On conclut que pour générer une variable géométrique Ge(p),
premiérement, on génére une variable exponentielle
Exp(—1In(1 —p)), et on arrondit & la valeur entiére.
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Loi binomiale nég

o Il y a plusieurs algorithmes qui ont été proposés pour la génération
d’une loi binomiale négative BN (k, p).

@ Ici, nous citons seulement un seul algorithme qui utilise la relation
donnée par l'égalité P(X <r)= P(Y > k) ou X ~ BN (k,p) et
Y ~ B(p,k+r).

@ Si nous disposons d’un procédé pour générer la variable binomiale,
il est immédiat de construire un algorithme basé sur I’égalité
précédente.
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Loi hypergéométrique :

@ On veut échantillonner a partir d’une loi hypergéométrique
H(m,n,p), c’est-a-dire, on fait n tirages sans remise d’un ensemble
de m éléments de deux classes, avec p la fraction d’éléments d’'une
classe et ¢ = 1 — p la fraction de I'autre.

e Un procédé simple pour générer la variable X, en notant ¢;,7 = 1,2
le nombre restant d’éléments de chaque classe dans la population
aprés X tirages, est le suivant :

Faire X =0, ¢c; = mp, co =m — ¢
Répéter n fois
Générer U ~ U(0,1)
SiU< A faire X =X +1etecg=c1—1
sinon, cg = co — 1
Faire m=m — 1
Sortir X )
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