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Introduction :

o Les phénoménes liés au hasard ce sont des phénoménes si
reproduits plusieurs fois, se déroulent différemment d’une
expérience a l'autre et donnant un résultat imprévisible.

@ On dit d’une expérience qu’elle est aléatoire si son résultat ne peut
étre prévu a priori.

Espace fondamental :

o L’ensemble de tous les résultats possibles, pour une expérience
aléatoire donnée, est dit espace fondamental.

o Il est noté Q.

o Un élément w de  est dit "résultat élémentaire".
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Introduction :

Evénements :

@ On peut identifier un événement aléatoire A avec la partie de €2
dont tous les éléments réalisent A.

e L’ensemble de tous les événements est 'ensemble de tous les
sous-ensembles de Q : P(Q).

o Card P(Q) = 2Carde

Tribu ou o-algebre :

Soit 2 un espace fondamental.
Une famille A de parties de €2 est une tribu (ou o-algébre), si :

Q0 Qe A

Q VAe A A° e A.

Q V(Ap)nen suite d’événements de A, |J,, oy An € A.
Le couple (2,.A) s’appelle un espace probabilisable.

Prof. Mohamed El Merouani (Univers Probabilités 2 2019/2020



ibu ou o-algebre :

Qe A
@ Y(Ap)nen suite d’événements de A, ﬂ A, e A
neN
Preuve :

Q Qe A, et comme A est stable par complémentaire, alors
Q°=0e A
@ (Ap)neny € Adonc Vn e Ny A, € A,
dott | J A5 = ([1] 4n)° € A,
neN neN
par suite ﬂ A, € A

neN
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Mesure de Probabilité :

e Soit (€2,.4) un espace probabilisable.

@ On appelle probabilité (ou mesure de probabilité) toute mesure P
sur A telle que P(Q) = 1.

e On dit que le triplet (€2,.4, P) est un espace probabilisé.

@ Une mesure sur A :
C’est une fonction d’ensemble positive, non identiquement égale &
+00, o-additive sur A :
Pour toute suite (A, )p>1 d’éléments de A deux & deux disjoints,
dont la réunion U A, €A ona:
n>1

o (04) -

Prof. Mohamed El Merouani (Univers Probabilités 2 2019/2020



Mesure de Probabilité :

Remarque :

@ Si P est une probabilité, observons que P est a valeurs dans [0, 1]
puisque pour tout événement A, P(A) < P(Q2) = 1.
e De plus, P(0) =0

Propriétés :

Soit (2,.A, P) un espace probabilisé.
Soient A, B et A,,Vn € N des événements de A, alors :
@ ACB= P(A) < P(B)
Q@ P(A°)=1-P(A)
@ P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB)
Q Si (Ay)n, est une suite croissante, ou décroissante, d’événements
alors P(Jl_)rgo Ay = nh_)rr;o P(A,)
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :
@ P(|J4n) <> P4,
neN neN

@ Pour tout n € N, on a :

i=1 i<j i=1 i=1

( Inégalité de Bonferroni)

Preuve :
Q@ ACB=B=AU(BnA°
= P(B) = P(A) + P(BnN A°)
= P(B) > P(A)
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :

Q@ P(AUA®)=P(Q)=1=P(A)+ P(A°)
= P(A°) =1- P(A)

©@ AUB=AU(A°NB)= P(AUB)=P(A)+ P(A°NB)
mais, B=(ANB)U (A°N B)
donc P(B) = P(ANB) + P(A°N B)
d'ot P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

Q Soit (Ay)n>1 une suite croissante d’événements, donc
A, C An+1,Vn >1
alors lim A, = U An

n—-+o0o
n=1

On a : UAn:A1UA2UA3U---UAnUAn+1U---
n=1

:A1U(AQ—AI)U(Ag—AQ)U-"U(AnJrl—An)U"'
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :
alors :

U Ap) = P(A1)+P(Ay— A1)+ P(A3—Ag)++ -+ P(Apy1 — Ap)++ -

(car les événements Aq, Ag — Ay, A3 — Ao, - -+ sont deux a deux
incompatibles)

et P( UA lim A,) =

n%+oo
= nhm [ (Al) + P(Ag — Al) + P(Ag — Ag) —+ e+ P(An+1 — An)]
= lim P(A,) (car A, = A1 U(A2— A1) U---U(4, —Ap1))

n—-+00
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :
e Soit (A,)n>1 une suite décroissante d événements, donc
Aps1 C Ap,¥n > 1, alors nEmOOA ﬂ A,
Les événements (2 — A1); (A1 — Az); (A2 — Asg);- -+ sont deux a deux
incompatibles et leur réunion vaut ﬂi: A,. dou

(ﬂ+OOA ) = P(Q A1)+P(A1—A2)+P(A2—A3)+
On peut écrire : P(ﬂJroo Ap) =
hmn—)—l—oo[P(Q A1)+ P(A; — Ay) + P(Ay — As) +--- P(Ap—1 é@
Comme (Q — Al) (A1 Ag) (A2 — Ag) y---u (An,1 — An) =A,
On en déduit P(ﬂJroo Ap) = limy, 400 P(A)
et comme P(A,) =1— P(A,) et P(N2 A,) =1— P(N2 Ay), alors
P(limy, 400 Ap) = limy, 400 P(Ap)

)]
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :
Autre méthode :

(Ap)n suite décroissante < (AY), suite croissante
donc lim P(A;) = P( lim Aj)
n—+oo

n%Jroo
+oo
- i 0= P = (U 45) = P 40
+oo -
=1- P( ﬂ An)
n=1

=1—-limP(A4,)=1—-P( lim A,)
n— n—-4o00
= lim P(4,)=P( lim A,)
n——+00

n—-+o00
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :

@ Comme AUB=AU(B—-A)
alors P(AUB) = P(A)+ P(B — A)
Comme (B — A) C B, alors d’aprés (1) P(B — A) < P(B)
par suite P(AU B) < P(A) + P(B)
et plus généralement P(Up_; Ax) < > p_q P(Ag)
Soit A = U2 An = limysy00 Up_y Ak
n n
d’apres (4) P(A) = nll)r_{loo P(H Ag) < lim ; P(Ag)

n——+oo

<> P(A) =) P(A4)
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :
O Inégalité de Bonferroni :

n n

i=1 1<j i=1 i=1
Dém. par récurrence;;
n=2 P(A)+ P(B)—- P(AB) < P(AUB) < P(A)+ P(B)
(déja vue)
=3, P(UL, A) = i, P(A) - ZKJ P(AiAj) + P(A1A243)
done P(UP_; 4i) > 3202, P(Ai) — X7, P(AiA;)
(car P(A1A2A3) Z 0)
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Mesure de Probabilité :

Propriétés :

Preuve :
Supposons qu’elle est vraie pour n — 1,

P(O A = P(nU AU AR)
i= 1=1
n—1 n—1
= P({J 4) + P(4n) — P(| J (AN A4y))
i=1 i=1
Donc

PP, Ai) = S0 P(A) - Ez;;P(AA)

ZPAA

z<]

= P(O A;) > zn: P4,
=1 i=1
P(O A;) > zn: P(A
i=1 =1

1<j

—-j{:})@4i044j)

(An) _P(U?z_ll (AimAn))
—1

Z P(A;N Ay)

i=1

C.Q.F.D.
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Mesure de Probabilité :

Inégalité de Boole :

P(ANB) >1— P(A°) — P(B°)

Pour tout A et B événements.

Preuve :

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) < 1

& P(A)+ P(B) <1+ P(ANB)

& 1-P(A)+1-P(BY)<1-P(ANB)

& 1- P(A%) — P(B°) < P(ANB) M
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Probabilité conditionnelle :

Définition :

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé et soit B € A avec P(B) > 0. On
définie la probabilité conditionnelle par :

P(AN B)

L’espace (€2,.A, Pg) est bien un espace probabilisé¢; Pp(.) = P(./B) est
bien une probabilité.

Preuve :

© 0< Py(A) < 1; vAe A
P(BN P(B

@ Pp(0) =) = pip =1

)

oo P(BN(UZ,4) _ S22, P(BNA) _ oo
@ Pp(UZ,4i) = ( nJgL(JB)1 ) 2 1P((B)n )_Zizl Pp(4;)
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Probabilité conditionnelle :

Remarque :

Soit Aj, Ay € A avec P(A1) > 0 et P(Az) > 0. Alors :
P(A1 N AQ) = P(Al/AQ)P(AQ) = P(Ag/Al)P(Al)

Théoréme :

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé.
Soit Ay, Ag, -+, An € A avec P(ﬂ?;llAi) > 0 alors :

P(NP1A;) = P(A1)P(Ay/A1)P(A3/A1As) - - - P(A, ) NI Ay)

Preuve :

eOna: A1 D) A1A2 DD ﬂ?:_fAz D m?z_llAZ

et comme P(N!"' 4; >0

alors P(A1) > 0; P(A1Ag) > 0;---; P(O'Z2 A) > 0
Donc P(Ax/ ﬂf;ll A;) sont bien définies (k =2,---,n).
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Probabilité conditionnelle :

Preuve :

e (Par récurrence)

Pour n = 2 (c’est la définition)

Supposons la formule est vraie pour n — 1 événements et démontrons
qu’elle est vraie pour n.

n

n—1
P((4)=P ((ﬂ AN An)
i=1

- P(nﬁ1 A;)P (An/nﬁl AZ-)
. n—;_ n—1
= P(A1P(A3/Ay)--- P (An_l/ ﬂ AZ-> P (An/ ﬂ Ai)
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Probabilité conditionnelle :

Théoréme des probabilités totales :

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.

Soit (By)nen un systéme complet d’événements (une partition de € :
ie. U, Bn=Qet BiNB; =0,Vi # j) tels que P(B,) > 0;Vn € N.
Pour tout A€ A, ona: P(A) =), P(B,).P(A/B),)

Preuve :

Comme A=ANQ=AN (U, Bn) =U,(ANB,)
avec (AN B;)N(ANBj) =0, pouri#j
Ona:P(A)=PU,(ANB,)=>,P(ANDB,)

Z P(A/B,)
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Probabilité conditionnelle :

Théoréme de Bayes :

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé.
Soit (By), une suite d’événements disjoints de A tels que P(By,) > 0;

n=1,2,... et U2, B, = Q. Soit A € A avec P(A) > 0, alors :

PB)PAIB)
PO = s pmy Ay T

Preuve : B A

; N . .
On a : Vj, P(B;/A) = <P(A) ) _ B JI)DV(‘)/ )
D’aprés la formule des probabilités totales, on a :

ZP P(A/B;)

et alors, on obtient le résultat énoncé.
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Indépendance des événements :

Indépendance deux a deux :

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.
Deux événements A et B sont dits indépendants si :

P(AN B) = P(A)P(B)

Conséquence :

Si P(A) >0 et P(B) > 0, les événements A et B sont indépendants si,
et seulement si, P(A/B) = P(A)ou P(B/A) = P(B).

La réalisation de I'un des événements A ou B n’a aucune influence sur
la réalisation de 1’autre. )

Remarque :

Soit B un événement quelconque et A un énénement tel que P(A) = 0.
Comme AN B C A, alors P(ANB)=0et P(A).P(B) =0.
Donc, les événements A et B sont indépendants.
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Indépendance des événements :

Indépendance deux a deux :

Remarque :

Deux événements incompatibles A et B (avec P(A) # 0 et P(B) # 0)
ne sont pas indépendants.
En effet; P(A)P(B) > 0 alors que P(AN B) = 0.

| \

Proposition :

Si A et B sont deux événements indépendants, alors :
@ A et B indépendants.
QO Act B indépendants.
@ A et B indépendants.

A\
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Indépendance des événements :

Indépendance deux a deux :

Preuve :

@ Ona: P(ANB)=P(A—- AB) = P(A) — P(AB)
(car en général P(E — F) = P(FE)— P(ENF)etsi F C E alors
P(E - F) = P(E) - P(F))
= P(A) — P(A)P(B) (car A et B sont indépendants)
= P(A)[1 - P(B)]
= P(A)P(B)

@ (Analogue ou par changement de roles de A et de B!)

© Ona: P(ANB)=P(AUB)=1- P(AUB)
=1—-P(A)—P(B)+ P(ANnB)=1—-P(A)— P(B)+ P(A).P(B)
(car A et B sont indépendants) B
— P(A) — P(B)[1 - P(4)] = P(A) - P(B)P(A)
= P(A)[1 - P(B)] = P(A).P(B)
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Indépendance des événements :

Indépendance dans 1’ensemble :

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé.
Les événements Aj, Ay, - -+, A, sont dits indépendants (ou indépendants

dans leur ensemble) si pour toute partie {i1,--- i} C {1,--- ,n} ona:
P(AilAig ocoo AZk) = P(A“)P(AQ) coo P(Azk), k = 2,3, 500 o)

Dans le cas de trois événements A, B et C, on a : A, B,C sont
indépendantes (dans leur ensemble) si, et seulement si,

P(AB) = P(A)P(B)
P(AC) = P(A)P(C)
P(BC) = P(B)P(C)
P(ABC) = P(A)P(B)P(C)
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Indépendance des événements :

L’indépendance dans ’ensemble implique I'indépendance deux a deux.
Mais, la réciproque n’est pas vraie.
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