Lois usuelles (2)

Prof. Mohamed El Merouani

2019,/2020

Prof. Mohamed El Merouani () Probabilités 2 2019/2020



Plan de cette partie :

Calcul des moments de quelques lois

Loi d’une somme de v.a.

Propriétés de quelques lois liées & la normale

Changements de variables et leurs applications

e Approximations d’une loi de probabilité par une autre
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Calcul des moments de la loi binomiale :

Espérance mathématique :

Soit une v.a. discréte X qui suit la loi binomiale B(n,p). On sait que
E(X) = np.

En effet; E(X) = Z ECFpF(1 - Z ECFpk (1 — p)"~*. Comme
Vk=1,2,---,n, on a kC¥ = nC*= lesperance E(X) s’écrit sous la
forme : E(X) = ZnCﬁ:%pk( = npz “pPla - p)nh =

=np(p+(1—p)"~" = np

On aurait retrouvé ce résultat en remarquant que X est la somme de n
variables X;,7 = 1,2, - ,n, de Bernoulli indépendantes de méme
paramétre p : X = X7 + X9+ -+ + X,,. On a alors :
E(X)=EX1)+EX2)+ -+ E(X,) =np
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Calcul des moments de la loi binomiale :

Variance :

Soit une v.a. discréte X qui suit la loi binomiale B(n, p). On sait que
Var(X) =np(1 —p).

En effet ; Comme X est la somme de n variables X;,7=1,2,--- ,n, de
Bernoulli indépendantes de méme paramétre p, on a :

Var(X) =Var(Xi + Xo+--- + X,,)

=Var(Xy)+ Var(Xa) + -+ Var(X,) = np( p). Ce résultat peut
étre retrouvé par un calcul : Var(X) = E(X?) — (E(X))%. On a :
E(X?) =Y p_ o K2CEpF(1 —p)mF = S0 g[k(k — 1) + k]Ckp’“(l —p)n*
S bk — 1)CEA(L — p)n k4 S, KCEpE(L — )=

En remarquant que k(k: ~1)CF =n(k —1)C*1 =n(n—1)C* 2, on a

n—2
E(X?) =n(n-1) 22 50" (1=p)"F4np Y KO (1-p)
k=1

=n(n - 1)p? (p + (1 —p)" 2 +np(p+(1—p)" =n(n—1)p* +np
On a donc Var(X) = n(n — 1)p? + np — n?p? = np(1 — p).
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Calcul des moments de la loi de Poisson :

Soit X una v.a. (X ~ P(A)) qui suit une loi de Poisson de paramétre
A > 0. On sait que E(X) = A.

c9 2k )kl
En effet, F(X) = Z ke_AH = e Z (=] = e et = A
k=0 ' k=1

Et on sait aussi que Var(X )= A
k
En effet, £(X?) = Z ke _>‘>\ Zk _>‘
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Calcul des moments de la loi géométrique :

Espérance mathématique :

Soit une v.a. X qui suit une loi géométrique de parameétre p. On sait

que son espérance mathématique est : E(X) = 1—1).

En effet, BE(X) =32 okp(1—p)* ' =p Y52, k(1 —p)F~L.

1 1

Comme Y°°  na"~1 = ﬁ pour |z| < 1,on a E(X) = Pa=a—p)®

Variance :

Sa variance est : Var(X) = %.

En effet, B(X?) = 372, k*p(1 — p)F!
= ZiZok(k — p(l = p)* " + 372 g kp(L —p)"

=p(1—p) 32y k(k — 1p(1 - p)’“‘2 +5

Comme ) >7, n(n -1z 2 = = m)3 pour |x| <1,o0na
E(XQ) = (1 - )(1—(12—]0))5 + % = —TQ(; p) ol 5 et donc
Var(X) = 2(;p)+;—#=1;2p

Prof. Mohamed El Merouani Probabilités 2 2019/2020

6 /

33



Calcul des moments de la loi uniforme :

Soit une v.a. continue X suit une loi uniforme sur un intervalle [a, b]
Son espérance mathématique est : E(X) = “‘H’
b

400 1 1,2
En effet, E(X) = / x)dx = / 2 dx = 2 [?}
oo —a —a a

_ 1 b2—a2\ _ a+b
~ b—a 2 - 2

Sa variance est : Var(X) = (aIQb)Z. En effet,

+00 b2 1 [z31°
E(X2):/ $2f(a:)d$:/ b—adm:b—a [?]

_ 1 b>—a3\ __ b%2+ab+a?
~ b—a 3 - 3

Var(X) = E(X?) - E(X)? = W _ (a+b)2 _ (a=b)?
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Calcul des moments de la loi exponentielle :

Soit une v.a. continue X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0

Son espérance mathématique est : E(X) = 1.

+oo +o0
En effet, B(X) = / zf(z)dr = )\/ ze Mdx
0

—o0
_ [_xe—)\x]—i-oo + /+oo e—)\xdl, _ l
= 0 =

0 A

Sa variance est : Var(X) = 5.

A
“+o0o +oo
En effet, £(X?) = / 22 f(x)dx = )\/ 2le M dy
—00 0

+o00 +oo
= [—22e 2| + /0 ze Mdy = 2([SEe A f° + L /0 e~ dx)
-z

=20+ = [5re
Donc Va'r(X) )725 —(3)
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Calcul des moments de la loi de Pareto :

Espérance mathématique :

Soit une v.a. X suit une loi de Pareto de paramétre «
Son espérance mathématique est : E(X) = -2-Cp; (o> 1)

a—1
+0oo o +o00 co a+1
En effet, B(X) = / zf(zx)de = — % <—) dx
— 00 Co o av
400 x—a—i—l +oo
= %Coa+1/ r~%r = acy [ ]
co I-—al],

sil—a>0:
alors 2!~® — 400 lorsque 2 — +oo et par suite F(X) n’existe pas.
sil—a<0:
alors £17% — 0 lorsque  — 400
—a+1
et B(X) = acf (O — L)

-«
a l—a

donc E(X) = 200 — = 29 avec o > 1
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Calcul des moments de la loi de Pareto :

Variance :

Sa variance est : Var(X) = ﬁgg(;) (existe pour o > 2)
+0oo 2 a+1
En effet, B(X?) =/ f(z)dx = —/ dx

oo 2 p2—a T
= O‘CS"H/ a+1dx—aco/ 21 7%x = ac [ ]
w T @ 2—af,

0

si2—a>0:
alors 227% — 400 lorsque x — +00 et par suite F(X?) n’existe pas.
si2—a<0:

2—a 2
alors 227% — 0 lorsque * — +o0o et F(X?) = acy {0 = 620_&} = 5302

2
Donc Var(X) = =% — (a_l) = % (existe pour o > 2)
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Calcul des moments de la loi normale :

Soit une v.a. X ~ AN(0,1). Son espérance mathématique est E(X) =0
et sa variance est Var(X) =

o 22 22

En effet, E(X) = ze  2dx =0 (car x — xe 2 est une
@= [ = (
fonction impaire).
2) +oo d 3 +00 d
Comme E(X*) = —a: e~ Tdr = —x e~ Tdx
\/+ 0o V2
27 o] 2

- 2 20— %5 -5 - 2 Vo)
—m<[xe 2}0—%/0 e2dw>—\/2—ﬂ<0+2>—1
et E(X) =0, on en déduit Var(X) = E(X?) - E(X)? =1

SiY ~N(m,o), alors E
En effet, on a Z = Y= ~ N
D'ott E(Z) = 0, par suite L B(
De méme, Var(Z) = 5 Var(Y) =

=
Il
s

=0et BE(Y)=
t donc Var(Y)

HS
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Loi d’une somme de v.a. discrétes :

e La probabilité P(Z = k) de la somme Z = X +Y de deux v.a.
discrétes X et Y est la somme des probabilités P(X =1i,Y = j)
étendue a tous les couples (i, j) liés par la relation k =i + j.

P(Z=k)= > P(X=iY =)
i+j=k
o Siles v.a. X et Y sont indépendantes, on a :

P(Z=k)= > P(X=i)P(Y =})
i+j=k
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Somme de deux v.a. binomiales :

Soient deux v.a. X et Y indépendantes, X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p),
alors X +Y ~ B(n+ m,p). }

Ona:P(X+Y =k) =Y P(X=iY =) on

A
A={(i,0)/0<i <n0<j<mitj=k PX+Y =k =
2aPX =i)P(Y =j) =2, Cop'(1 —p)"~ 107]711?]( p)"

= ZA szc%plﬂ( —p)n "I or ZA Cl Cﬁn = Zn+m CZ C] = Cr’§+m
dot P(X +Y = k) = Ck,, p(1 — pyntm=k

On peut énoncer ce résultat plus simplement en affirmant que X + Y
est la somme de n 4+ m variables de Bernoulli de méme paramétre p.
C’est donc une variable binomiale B(n + m, p).
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Somme de deux v.a. de Poisson :

Soient deux v.a. X et Y indépendantes suivant des lois de Poisson,

X ~P(A1) et Y ~ P(A2), alors leur somme Z = X + Y suit une loi de
Poisson Z ~ P(A1 + A2).

En effet :

Prof. Mohamed El Merouani ()
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Loi d’une somme de v.a. continues :

Soient X et Y deux v.a. continues. Soit Z = X 4+ Y. On veut
détermininer la fonction de répartition de la v.a. Z. On a :
Fz(2) =P(Z<z2)=P(X+Y <z)= [[, f(z,y)dzdy
ot A= {(z,y) e R*/z +y <z}
Si X et Y sont indépendantes, on a :
ffA x,y)dxdy

— f+°° [fzoom (x y)dy] dx

= [P by )dy) fx(@)da

= [23 Fy(z — o) fx(a)de
On peut trouver de la méme facon : Fz(z) = [T Fx (2 — y) fv (y)dy
En dérivant F'z(z) par rapport a z, on trouve

=f+oofx (z —y)fy(y)dy

ou encore fz(z f+oo fy(z —2)fx(z)dx
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Somme de deux v.a. exponentielles :

Soient deux v.a. indépendantes X et Y qui suivent des lois
exponentielles, X ~ Exp(A1) et Y ~ Exp(A2). On déterminera :

@ La fonction de répartition F(x,y) du couple (X,Y)
© La densité de probabilité de la somme Z = X +Y

En effet :
Soient

Ae~MT gz >0 Aoe~M2Y i y>0

fX(x):{o sia <0 eth(y):{o siy<0

On a, la fonction de répartition du couple (X,Y") est :

F(z,y) / / f(u,v)dudv —/ / A dge MUYy dy
= (1= (1= )
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Somme de deux v.a. exponentielles :

Donc la fonction de répartition du couple (X,Y") est :

_ e~ Nz — e A2y x> >
F(m,y):{(l e )(1 e ) s?:c_Oety_O
0 sinon
e La densité de Z = X + Y s’écrit :
fz(z) = / fx (@) fy(z —z)de = /I>O e M\ geM2(571) gy
oo z—x>0
Siz>0,ona:

N A
= —A2z ,—(M—A2)z 172 —Xoz _ —Aiz
fz(2) /0 A1Aze e dr = N (e e )
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Somme de deux v.a. exponentielles :

Pour A1 # Xo

Q1dz (e_>‘2z — e_>‘1z) siz>0
D B vy v =
J2(2) { 0 siz<0
Pour )\1 = )\2

z
fz(z) = / Me M2y = A22e7M7 512 >0
0

et on a donc
NzemM% §iz2 >0

fZ(Z):{o siz <0
Donc, si X ~ Exp(A1) et Y ~ Exp(\1), alors X +Y ~T'(2, A\1).

En général, Si Xy,---, X, sont des v.a. indépendantes suivant la méme
n

loi Exp(A), alors la v.a. Z Xi ~T(n,A).
i=1
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Somme de deux v.a. normale

Soient X7 et X5 deux v.a. suivant des lois normales N'(my,01) et
N (mg, 02) respectivement. La v.a. X7 + X5 suit, alors, aussi une loi

normale N (my + ma, /0% + 03).

On montre ce résultat pour les v.a. ¥; = &1 ml et Yy = M qui
suivent toutes deux une loi normale N(0, 1) La densité de Z = Y1+ Y,
s’écrit :

+o0 1 (2—m)2 1 22
T2

1 22 +o00 +oo
= 26_2/ Ty = e_/ ) da
™ -0

2
En posant z — § =u,ona: f(z) = %ef% f_Jr;o e~ du = %67%\/%

lL . . . .
= \/5\1/% 22 qui est la densité d’une v.a. suivant une loi normale

N(0, \/i) Ce résultat peut étre généralisé & la somme de plusieurs v.a.
X27(Z = 1725"' ,TL)
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Propriétés de quelques lois liées a la normale
Loi normale N (0,1) :

Soit @ la fonction de répartition de X v.a. qui suit la loi normale
N(0,1). On a: ®(a) =1 — ®(—a)

Preuve : )
Comme ®(—a) = = [ e~ T dt

o
3

L[t L[t
= - e 2 = — e 2
V21 Joo V2T Ja
a _t o _t2
et (I)(a)—i-(I)(—a):\/%f_ooe 2dt+ﬁfa e zdt

1 & t2d
\/27T/—oo
]
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Loi normale N (0, 1) :

On peut ramener tout calcul sur la fonction de répartition d’une v.a.
normale N'(m, o) a un calcul sur la fonction de répartition ®(x), d’une
v.a. normale N (0, 1).

En effet, si X ~ N(0,1), P(X < a) = P(&52 < 22 = (=)
Tables statistiques : Tois tables relatives & la loi normale sont
utilisées. La table de la densité, celle de la fonction de répartition ®(z)
et la table des fractiles. Les valeurs de ®(z) sont tabulées (sont données
sur une table statistique). C’est une table & double entrée pour laquelle
on détermine la valeur de P(Z < z) ou z € [0; 3, 5] donnée. On cherche :
(i) La ligne correspondante a la partie entiére et au ler chiffre décimal
de z, (ii) La colonne correspondante au 2éme chiffre décimal de z, puis
a l'intersection de cette ligne et de cette colonne, on lit la probabilité

cherchée.
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Loi de Khi-deux :

Soient n v.a. indépendantes X; ~ N(0,1);(: =1,2,--- ,n). La v.a.
Y = X? + X2 + -+ X2 suit une loi du Khi-deux & n degrés de liberté.
On note Y ~ X2.

Pour la démonstration, on cherche d’abord la loi de X2, puis on utilise
un raisonnement par récurrence.

i) Soit X3 ~ N(0,1). On détermine la loi de Z = X1 On a FZ( ) =
P(Z < 2) = P(X} < 2) = P(—z < X3 < v/3) = Fx(/3)  Fx(~/3).
La densité de probabilité de Z est :

fi1(2) = 22 (x (V2) = fx(—v2) = 5k (hee 8 + e d)

1 1
ZeTz = L5 le73,

i) Soit X3 ~ A(0,1). On détermine la loi de Z = X2 + X2. Soit fo(2)
la densité de Z. On a . ) )
=[5 i) f2(z —y)dy = S [F v 2(2 —y) " 2dy
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Loi de Khi-deux :

En posant y = tz, on obtient :
-5 p1,-1 1
fa(2) = G Jo 2 (1 =) 2dt = 57 o t(l D

Avec t = cos? 0, il vient f(2) 2 946 — e )z%_le_g
iii) Soit X3 ~ AN (0,1). On determlne la loi Z = X12 + X2 + X3. Soit
f3( ) la densité de Z. On a :

fo fa(w) fi(z — y)dy = m fo dy

En posant y = tz, on obtient :

z zZ
e 2 1 1 e 2

f3(2) = ovon (1—-t)"2dy =

iv) On suppose que la v.a. U = X7 + X2 + -+ + X2_; suit une loi du
X2_| et on montre que la v.a. Z =U —|—X2 suit une loi du 2.
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Loi de Khi-deux :

La densité de X7 est fi(y) = %ﬁy‘ée_% ;
celle de X2 | est f,—1(y) = %y%l_le_%. On a alors,
277 r(%3h)
N 67% z Yn=1_4 _1
= _ z—y)dy = ———— Z) 2 z—y) 2d
/O fa1(y) fi(z = y)dy 2r(”21)\/%/0 (3) (z—y) 2dy
En posant y = tz, on obtient :
_z n_q 1
e 2z2 n—1 1
fn(2) = / t2 1(1—t)2dt
T ar(nsl)emete
_ e 551 3 (n— 1 1) _ e 5za 1 INE=SINEY
2 72) or(mlyvemts ot T(3)

or(251)y/2r2"7 !
)

car B(p,q) = ((13+E;§) Sachant que I'(

) = /7, il vient

N —
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Loi de Student et Loi de Fisher :

On peut montrer que :

Loi de Student :

Soient deux v.a. indépendantes X et Y telles que X ~ N (0,1) et
Y ~&2. Lava. T, = \/7 suit une loi de Student & n degrés de liberté.

n

On détermine d’abord la densité de \/% puis celle %

On peut montrer, aussi, que :

Loi de Fisher :

Soient deux v.a. indépendantes X et Y telles que X ~ Xg et Y ~ XqQ.

>

La v.a. F(p,q) = % suit une loi de Fisher a p et g degrés de liberté.

q

On détermine d’abord les densités de % et de % et puis la densité de

XY
leur rapport <- / e
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Changement de variables :

Soient deux v.a. X et Y absolument continues. La densité de
probabilité du couple (X,Y) est f(x,y). On considére la transformation
U=U(X,Y)et V=V(X,Y) et la transformation inverse

X =X(UV)etY =Y(U,V).

La fonction densité de probabilité du couple (U, V') est :

g(u,v) = f(zy) \ = F (s ),y )] 1]

ou J est le déterminant de Jacobi (ou Jacobien) :

SRS

o
J:a<u,v>:’ o
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Application a la détermination de la loi de la somme de

deux v.a. continues :

Soient X et Y deux v.a. indépendantes absolument continues. A 'aide

de la formule précédente, calculons la densité de probabilité de
Z=X+4Y.

En effet, comme on a f(z,y) = fx(x)fy(y) et en considérant la

transformation{ v v ou{ v v , on obtient :
z= x+vy y= z—x
N 1 0
g(z,z) = f(x,z —z)|J| = fx(z)fy(z —x) ou J = 11 =1

La fonction h(z) densité de probabilité de Z sécrit donc :

+o0
h(z) = / fx(@)fy(z —x)dz

—00
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Application a la détermination de la loi du produit de

deux v.a. continues :

Soient X et Y deux v.a. indépendantes dont la densité de probabilité
du couple (X,Y) est f(z,y). Calculons la densité de probabilité de
Z =XY.

On considére la transformation { YT o { v f . Pour
=y y= 2
x#0,0n a:
z . 1 0 1
9(,2z) = fz, )] ou J = ‘ ER ’ =
xT 22 z xT

On donc g(z,2) = fx(z)fy(2)|1] et la densité de probabilité de Z
sécrit : oo

+o0 >
he = [ glwadn= [ pe@p )l ldo

—00 —

2019/2020 28 / 33
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Approximation dune loi de probabilité par une autre :

Approximation de la loi hypergéométrique par la loi binomiale :

Si N =a+b— oo, H(n,a,b) = B(n, 5).

On suppose que les proportions 1 et % restent fixes. On a

n— n— ! b!
ckop=F  ckCrTF oo ety
P<X =k)= cn = on = NI
a+b N nl(N—n)!
a(a—1)(a—2)---(a—k+1)b(b—1)(b—2)---(b—n+k+1)
. kl(n—k)!
- N(N—-1)(N—2)---(N—n+1)
n!

_nla(a—1)(a—2)---(a—k+1)bb-1)(b—2)---(b—n+k+1)
N Elln —k)IN(N=1)(N =2)--- (N —=n+1)
Comme N — oo, n et k sont fixés, a et b — oo car + et % restent
fixés). On obtient :

a(afl)-'-(a—k+1):ak(17%)...(a,k‘+1

a )NCL
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Approximation de la loi hypergéométrique par la loi

binomiale :

1 —k—-1
b(b—l).-.(b—n+k+1):b"*m—g).-(1—” ) ~ b
NN 1) (N —nt1) = N1 — =)o (1= 21y o ym

nru= N N
Si N est grand
C’ZfCZf_k n! akpr—k

cr T R(n—k)! N»

et
n! akbn—k _ Ok <g)k E n—k
Kl(n— k) NiNn—F — T A\N) W

e () (-5

En pratique, cette approximation est vraie dés que 5 <0, 1.
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Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson :

La loi de Poisson peut étre décrite comme étant la limite de la loi

binomiale B(n, p) lorsque n — oo, p — 0 et np — A (ou A est une
constante).

En effet ;

. n— . nn—1)---(n—k+1 e
lim (1 — p)* = tim 22— 1 k,( Lyt — py*

= lim (1= =) (1= 2) (1 -

k _ k
:lim%(l—%)”(l_%)(1_%)...(1_ kn )(1_é)—k: A e

car im(1 — 2)" = e A et im(1 — 1)(1 - 2)... (1 - L)1 - 2)~F =1,
En pratique, cette approximation est vraie dés que n > 50 et p < 0, 1.
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Approximation de la loi binomiale par la loi normale :

Si les conditions suivantes pour n et p sont réalisées :
e n est grand (n > 20).

@ p et ¢ ne sont pas trop petites (pratiquement npg > 3)
La loi binomiale B(n,p) peut étre approximée par une loi normale

N(p=np,o = /npq)

_ 1 1 1 /k—np 2
P(X =k :Cﬁk”kwi. ex —( >
( ) P V21 \/npq p{ 2\ /npq

k—np
Vv npq

e La quantité t = suit une loi normale centrée réduite.
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Approximation de la loi de Poisson par la loi normale :

@ Soit une v.a. qui suit une loi de Poisson de paramétre \.

e Si A > 15, alors cette loi de Poisson P(\) peut étre approximée par

une loi normale N(\, V).

o Alors, la variable T' = % suit une loi normale centrée, réduite

N(0,1).
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