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on génératrice :

Soit X une v.a. discréte telle que pp, = P(X = k);k=0,1,2,... avec
DkeoPr =1

Définition :

La fonction définie par G(t) = BE(t*) = 332 pkt® qui converge pour
[t| <1, est dite fonction génératrice de la v.a. X.

Conséquence :

Les moments de la v.a. X s’ils existent peuvent étre déterminés par les
dérivées de G(t) au point ¢ = 1.

Prof. Mohamed El Merouani () Probabilités 2 2019/2020



Fonction génératrice :

En effet,

[e.e]
G'(t)=> kpt* ' = G'(1) = B(X) si E|X| < oc.
k=1

E(k—Dpptt=2 = G"(1) = E(X(X — 1)) si B(X?) < 0.

M8

G”(t) _

x~
Il

2

et ainsi de suite...

E(X?) =G'(1)+aG"(1)

et
Var(X) =G"(1)+ G'(1) — [G'(1)]2
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Fonction génératrice :

Soit X la v.a. de Poisson défine par : P(X = k) = e‘k%; k=0,1,2,...

On a

0o —
Z f)\ t)\ )\(lft); |t| <1
k=

[e=]

Donc,

E(X?-X)=)4
Var(X) = E(X?) - E(X)?2 =)\
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Fonction génératrice des moments :

Soit X une v.a. définie sur (2, A, P).

La fonction génératrice des moments est définie pour toute variable
aléatoire X par :

Y, eP(X =x) si X est discrete;
fj:; e f(z)dr si X est continue

M(t) = E(et*) = {

Si E(e!) existe dans un voisinage de l’origine.

ou e est la base de ’exponentielle népérienne et f est la fonction de
densité de la variable aléatoire continue X.

Théoréme :

Si M(t) existe pour t €] — to, to[,to > 0, alors ses dérivées de tout ordre
existent pout ¢ = 0 et de plus M™(0) = B(X"); n=0,1,2,---.
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Fonction génératrice des moments :

C’est-a-dire que :

Tous les moments d’ordre n peuvent étre calculés a I'aide des dérivées
de la fonction génératrice des moments au point ¢ = 0.

En effet,
M'(t) = iE(efX) =D "PX=a) =) d "P(X = 1)
dt dt |4 dt
= Zmet‘”P(X =)= E(Xe™) si X est dicrete et
d d [ [T oo d
M - —F 12, QR / tx :/ 7 tx
(t) g (e") o [ . e f(x)dx . i f(z)dx
“+oo
:/ ze'® f(z)dr = E(Xe) si X est continue
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Fonction génératrice des moments :

En posant t =0, on a M'(0) = E(X).
De méme,

M (1) = S ar(r) =

d
—E(Xe) = B(X%eY)
dt
et M"(0) = E(X?).

D’une facon generale, on a :

M® () = B(X"eX), n>1
et M™(0) = B(X™).

Ou encore, d’aprés le théoréme précédent, si M (t) existe pour
t €] — to,to[,to > 0, alors on peut développer M (t) en série de
Mec-Laurin :

¢ t2 t"
M@:M@+M@Hﬁwwm§+~+MW@ﬁ+
Ainsi E(X™) est le coefficient de %
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Fonction génératrice des moments :

La fonction génératrice des moments peut ne pas exister.

En effet, E(e!X) n’est pas toujours définie.

Exemple 1

[N
4

Soit X une v.a. discréte définie par :

6 1

P(X =k)= )

Donc, on a : M(t szkQZOO

Prof. Mohamed El Merouani () Probabilités 2 2019/2020



Fonction génératrice des moments :

Exemple 2 :

Soit X une v.a. continue de fonction de densité
1 =
f(x)—ée 2; x>0
Donc M (t) = 25 pour ¢ < 3,
2 8

Mt —— et Mt = —" 1

(t) =212 et (t) EDE pour ¢ < 3,
On en déduit B(X) =2, E(X?) =8 et Var(X) = 4.

Exemple 3 :

| A

Soit X une v.a. continue de densité de probabilité la fonction

f(z) = ce 11" 0 < a <1,z €R, ou ¢ est une constante déterminée par
la condition fj;o f(z)dz = 1.

N
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ion génératrice des moments :

Exemple 3 (suite) :

Pour t >0, on a : [;° e " dx = [° (=2 gy et puisque
a—1<0, foo t7e=2%dx n’est pas finie pour t > 0; car
eo(t—a™ Do el

m—)oo

D’ou M (t) n’existe pas!
Pourtant E(|X|") = cfj;o | X |"e1#1%de = 2¢ I z"e " dx.
Par un changement de variable y = 2%, on obtient
E(IX|™) =2 [*y o e Ydy = £T (”‘H) < oo
On remarque, donc7 que méme si M (t) est infini, les moments peuvent
étre finis.

Prof. Mohamed El Merouani () Probabilités 2 2019/2020



Fonction génératrice des moments :

I" est la fonction gamma d’Euler définie sur |0, +oo[ par :
[(a) = [ e it dt

Propriétés :

QO Tl'(a)=(a—1)I(ax—1)
En effet,
Do) = [(Te it dt = (a—1) [T e 't 2dt = (a — 1) (v — 1)
QI(l)=1
En effet, I'(1) = [(T e dt =1
Q@ I'(n)=(m-1)!
En effet, I'(n)=(n—1)I'(n—1)=n—-1)(n—-2)'(n—-2)=--- =
=(n-1IT1)=(n-1)!
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Fonctions caractéristiques :

Introduction :

@ Si X est une v.a. quelconque, la fonction génératrice
— X vt N . [too
G(s) = E(s™), nous invite a former : [7 7 s"dF ().
o Cette intégrale a un sens auvoisinage de |s| = 1, ce qui conduit &
poser s = e' et 4 donner a t des valeurs réelles.
o On obtient finalement la fonction : E (eX) = [T ¢ dF (x)
notée px(t) et dite fonction caractéristique de X

e La fonction caractéristique de X a I’énorme avantage d’exister
pour tout nombre réel t et toute v.a. X.

e En outre, la correspondance entre loi de probabilité d'une v.a. et
fonction caractéristique est bijective.
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Fonction caractéristique :

On définit la fonction caractéristique de la v.a. X, par :

_ ixy_ [ D e XP(X =z) si X est discrete;
px(t) = B(e™) = { fj;o emf(a:)d:c si X est continue

Comme |e“®| = 1 pour tout réel ¢, par exemple, si X est une variable
aléatoire absolument continue, 'intégrale

ox(t) = /+oo emf(a;)dx = /+OO eitxdF(m)

existe pour toute fonction de densité f et la fonction caractéristique
peut étre définie pour toute variable aléatoire X.
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Propriétés :

Q ¢vx(0)=1.
Q |px(t)] <1,teR.
@ SiY =aX +b, aet b étant des constantes, alors

ey (t) = px(at)e™,

ol px et wy sont les fonctions caractéristiques des variables
aléatoires X et Y.

Q o(—t) = (t)
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Preuves :

© On montre la propriété pour X absolument continue. En effet :
0x(0) = f_Jr;o flx)dz = 1.

© On montre la propriété pour X absolument continue. En effet :
()] = | [+ e f(a)de| < [+ e f(a)da = [ fla)da = 1.

o ‘PY“) — E(eitY) _ E(eit(aX+b)> — eith(ez‘taX) _ eitb(px(at).

Q@ o(—t) = Ele” ] = E(costX) — iE(sintX) =
Elcos(tz)] + iE[sin(tz)] = Elcos(tz) + isin(tz)] = E[e?X] = p(t)
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Soit X la v.a. de fonction de répartition F'(z) et de fonction
caractéristique @x (t). Alors px(t) est uniformément continue sur R

Preuve :

On considére la différence :

ox(t+h)—px(t)= fj;o et (efeh — 1) dF(z)

ce qui entraine |px(t+ h) — px(t)| < fj;o et — 1|dF (x)

Soit € > 0 arbitraire, choisissons A suffisamment grand pour que
f‘x|> 4 dF(x) < § et choisissons h assez petit de maniére que pour
2| < A on ait : [e" — 1| < £ Alors on a :

lox(t+h) — px |<fA|e””h—1|dF +2f‘|>A F(x)<e
car |eh — 1| < \emh] +]1<141=2
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Théoréme 2 :

Si le moment d’odre £ > 1 de la v.a. X existe, la fonction
caractéristique ¢x (t) admet une dérivée d’odre k continue au voisinage

de l'origine et gpg?)(O) = i*E(X").

Preuve : On sait que :

+oo |
ox () = / et ()

—00

on constate que pour tout nombre réel ¢, on a :

—+00
< / |z|¥dF(z) < oo (par hypothése)

—00

‘/;oo (iz)*edF (x)

On peut donc dériver a I'ordre k sous le signe somme 'intégrale qui
définit ¢(t) et écrire, pour tout nombre réel ¢ 'expression

oo gk itz oo
(1) = / CED) ip() = / 2h e dF ()

—00
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Théoréme 2 :

Preuve :(Suite)

Cette dérniére intégrale est donc absolument convergente ; elle est
uniformément convergente en t.

L’intégrale obtenue est la dérivée d’ordre k de ¢(t) et enfin cette
intégrale est continue en ¢. On a donc :

By = [ hite
oy (t) =1 x"e"*dF (x)

—00

la limite pour ¢ = 0 est gog];) (0) = i* [T akdF (z) = P B(XF).
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Exemples :

On considére X une v.a. qui suit une loi binomiale B(n,p). A partir de
sa fonction caractéristique on calculera son espérance mathématique et

sa variance.

On a
p(u) = E(e™X) = " P(X =k) =Y e CipF(1—p)H
k=0 k=0
= Chpe™)F(1 —p)F = (pe™ + (1 - p))
k=0
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Exemple 1 :

La dérivée ¢'(u) s’écrit

d’on E(X) = 1¢'(0) = np.
La dérivée seconde est

¢ (1) = —npe'™ (pe™ + (1= p))" "> (npe™™ + (1 — p)) ;

et B(X?) = Z%(,0"(0) = — [—n(n —1)p? — np] = n(n — 1)p? + np.
La variance Var(X) est donc Var(X) = E(X?) — B(X)?

Var(X) =n(n —1)p? +np — n?p?

Var(X) =np(1 —p)
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Exemples :

On considére X une v.a. qui suit une loi de Poisson P()\). A partir de
sa fonction caractéristique on calculera son espérance mathématique et

sa variance.

On a:
iu = iuk ,— AF - = ()\ezu)k -2 et
o(u) = E(e X):Ze ke AH:e )‘Z = A
k=0 k=

o(u) = exp ()\(ei“ — 1))
La dérivée ¢/ (u) s'écrit ¢ (u) = Xie™ exp (A(e™ — 1)) ;

d’ou E(X)=-¢(0) =\
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Exemple 2 :

La dérivée ¢"(u) s'écrit :

@ (u) = —Xie™ exp(A(e™ — 1)) — Nie™Nie™ exp(A(e™ — 1))

= —Xie™ exp(A(e™ — 1)) — (Nie™)? exp(A(e™ — 1));
d’ou
1

B(X?) = 5¢"(0) = =(=A =A%) = A+

La variance Var(X) est donc

Var(X) = 2+ X=X\ = )
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On considére X une v.a. qui suit une loi normale N'(0,1) et Y une v.a.
qui suit une loi normale N (m, o). A partir de la fonction caractéristique
de X, on calculera la fonction caractéristique de Y et on en retrouvra
I’espérance mathématique et la variance de Y.

On a:
1 /+OO macfﬁd
U) = —— e 2 dx
ox(u) ol

Comme

+o0 22

/ e” 2 sinuxdr =0,

— 00

alors :

_x

e 2 cosu x dx

AS)

b

=

Il

5l
3
I
83
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Exemple 3 :

et
1 oo 22
Oy (u) = / xe 2 sinu x dx

B 21 J—o

Une intégration par partie donne

, 1 too J a2
u) = — SiInux e 2
Px(u) \/%/oo < )

donc

() =~ /WJQ ! .

u) = —1u——— e 2 cosuzrdr=—u U
Yx 5 ) Lo
On en tire Zigzg =—u ou [n cPX(U)]I =—u
Ce qui implique
2
Inpx(u) = ——+e

_u2
Comme px(0)=1,onac=0et px(u)=e2 ,
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Exemple 3 :

SiY ~ N (m,0o), on peut représenter Y sous la forme Y = 0 X +m ou
X ~N(0,1); d’ou

) w202
Py (u) = Poxm(u) = e™"e™2
La dérivée ¢’y (u) s’écrit
/ o 2\ ium =42
vy (u) = (tm —uo®)e"" e 2
et E(Y) = 1¢4,(0) = m.
La dérivée @Y (u) s’écrit
OY(u) = —02e™™™ 2 4 (im — uo?)?etmT

et E(YZ) = 1%(70/{/(0) — _(_0-2 + Z'2m2) —_ 0.2 + m2
La variance Var(Y) est donc Var(Y) = 0 +m? — m? = o2
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On a vu que, pour la fonction génératrice des moments M(t), on a :
(e}
_ ()"
k=0

On a un résultat pareil pour la fonction caractéristique ¢(t) qui découle
du théoréme précédent :

Corollaire :

Si les n premiers moments de X, my = F[X¥](k =1,2,--- ,n) existent,
alors on a pour t — 0,

ox(t) = Z (i) my, + o(t")

k!
k=0

Preuve : Elle résulte immédiatement du théoréme précédent
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Exemples :

Exemple 4 :

Soit X une v.a. uniforme sur ]a, a + b de densité :

1 .
_ 3 sla<z<a+ b
f(z) { 0 ailleurs

Calculons sa fonction caractéristique et en déduire ses moments.
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Exemple 4 :

En vertu de corollaire, on a :

(a + b)n-i—l o an—i—l
b(n+1)

mp = ;n:07172)"'
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Calculs des moments des lois usuelles :

Pour calculer ’espérance, la variance et les moments d’ordre supérieurs,
on peut utiliser :

la méthode directe (définition de ces moments)

la fonction génératrice

la fonction génératrice des moments

la fonction caractéristique
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Calculs des moments des lois usuelles :

Nous avons déja calculé I'espérance et la variance pour les lois :
e binomiale, en utilisant sa fonction caractéristique
e de Poisson, en utilisant la fonction génératrice et aussi la fonction
caractéristique
e normale centrée réduite et la normale N'(m, o), en utilisant la
fonction caractéristique

o uniforme sur l'intervalle ]a, a + b[, en utilisant la fonction
caractéristique et son dévellopement en série.
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Lois discrétes :

Loi de Dirac :

Soit a un nombre fixé. Soit X une v.a. prenant la valeur a avec
P(X = a) =1 et suivant la loi de Dirac au point a. Sa loi de probabilité
dq €st :

1 sizx=a

5“(”3):{ 0 siz#a

Sa fonction caractéristique est :

go(t) ti Z eth:5 _ eita6a(a) _ eita
de dérivée ¢'(t) = iae™® et de dérivée seconde " (t) = —a?e'®
donc son espérance mathématique est :
1

E(X)=-¢'(0)=a
i
et B(X?) = £¢"(0) = a?, dou sa variance est :
Var(X) = B(X?) - E(X)?=d*>-ad>=0
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Loi de Bernoulli :

Soit une v.a. X qui suit une loi de Bernoulli de paramétre
p (0<p<1), alors X(2) ={0,1} avec P(X =1)=pet
P(X=0=1-p

Sa fonction caractéristique est :

o(t) = B(e"X) ZP ' = pe + (1 —p)e” = pe’ + (1 —p)

de dérivée premiére ¢ (t) = ipe' et de dérivée seconde ¢”(t) = —pe'.
Donc son espérance mathématique est E(X) = 1¢/(0) = p et
B(X?) = 3"(0) = p.

Dot sa variance est : Var(X) = E(X?) - E(X)2=p—p? =p(1 —p).
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Loi géométrique (1) :

Soit une v.a. X qui suit une loi géométrique de parameétre p avec
Vee X(Q)={1,2,---,n,---}, P(X=k) =p(1 _p)kfl;

Sa fonction caractéristique est :

(p(t) ti pz ztk k-1 _ Peit .
1—(1—pet

On peut calculer sa dérivée premiére et sa dérivée seconde et déduire

son espérance mathématique E(X) = %cp’ (0) = %.
De méme, on peut calculer F(X?) = 5¢"(0) = 2 et déduire
Var(X) = B(X?) - BOX)? — 252 1 %. — = 1*
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Loi géométrique (2) :

On peut consiérer la loi géométrique de paramétre p, mais avec
X(Q)=1{0,1,2,--- ,n,---} qui commence par 0 et non pas 1, alors

Vk € X(Q), P(X =k)=p(l—-p)

Sa fonction caractéristique est :

t ti itk p '
o(t) = pZe 1_(1_p)€zt

Dans ce cas, on trouve aprés avoir calculer les dérivées premiére et
seconde de cette fonction caractéristique, I’espérance mathématique

E(X) = lpp et la variance Var(X) = 1p—2p.
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Loi binomiale négative (1) :

Une v.a. X suit une loi binomiale négative de paramétres n et p et on
note X ~ NB(n,p) si

Vk e X(Q) =N P(X =k)=CE} p"(1-p)*Y

)
Sa fonction caractéristique est :
it

o0 = (1) ¢ vow 10— <1

Son espérance mathématique est :

Sa variance est :

Var(X) = 1%(1 ~p)

Pour n = 1, on retrouve la loi géométrique (1).

Prof. Mohamed El Merouani () Probabilités 2 2019/2020



Loi binomiale négative (2) :

Une v.a. X suit une loi binomiale négative de paramétres n et p et on
note X ~ NB(n,p) si

Vk e X(Q)=N; P(X =Fk)=Cf,_1p"(1-p)"

I

Sa fonction caractéristique est :

so(t)=<1_(pw>  pour [(1 - p)ei <1

1—p

Son espérance mathématique est :

Sa variance est :

Var(X) = ]%a —p)

Pour n = 1, on retrouve la loi géométrique (2).
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Loi multinomiale :

Un vecteur aléatoire X = (X1, Xo,- -, X,,) suit une loi multinomiale
de paramétres n, p1,p2,- - ,Pm Si

n! n
f— .. — [ — 1,702 PR tm
P(Xl _nla 7Xm nm) n1'n2'nm'p1 pZ ) 7pm

N m . . L. )
ou Y ", n; =n Sa fonction caractéristique est :

m m
QO(t) = 90(751’ lo,- - 7tm) = (Zpkeltk>
k=1

L’espérance mathématique d’une composante X; est :

E(Xl) = Np;, (Z = 1,2,"' ,m)

Sa variance est :

Var(X;) =npi(1 —pi); (i
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Lois Continues :

Loi uniforme :

Une v.a. continue X suit une loi uniforme sur un intervalle [a, b] et on
note X ~ Ula, b] si sa densité de probabilité est :

sia<zxz<b
sinon

fo = { 5

Sa fonction caractéristique est :

Sa variance est :
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Une v.a. continue X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 et on
note X ~ Exp(A) si sa densité de probabilité est :

e ™M iz >0
f(x)_{o siz<0

Sa fonction caractéristique est :

A
t —
plt) =+
Son espérance mathématique est :
1
E(X)=—-
(X) =5

Sa variance est :
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Loi gamma :

Une v.a. continue X suit une loi gamma de paramétres o, 5 > 0 et on
note X ~ I'(«, B) si sa densité de probabilité est :

g — -1 &
Fz) = ) ® Bz po siz>0
0 six <O

ouI'(a) = [;% e it dt.
Sa fonction caractéristique est :

a
EX)=-—
(X) 5
Sa variance est : o
Var(X) = 7
Si @ = 1, on retrouve la loi exponentielle Exp(f).
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Une v.a. continue X suit une loi béta de paramétres «, 5 > 0 et on note
X ~ B(a, B) si sa densité de probabilité est :

oy { e a0 o<
0 sinon

. I'(a)T
ot B(a, B) = 4L
Sa fonction caractéristique est :

(

a =L (it)k a
o(t) = F(F(Z)ﬁ) Z t? INa+ k)

— E!' T(a+B+k)

Son espérance mathématique est :

«

E(X)=
(X) a+f

Sa variance est :

o

Var(X) =
0= @ ¥ BPars+1)
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Loi de Laplace :

Une v.a. X suit une loi de Laplace de paramétres a et A > 0 si sa
densité est :

f(z) = %e”"z’o"; x €] — 00, +00

Sa fonction caractéristique est :

)\2eita
t) = 5——=
wlt) 12+ )2
Son espérance mathématique est :
EX)=«a
Sa variance est : 5
Var(X) = 2
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Loi de Cauchy :

Une v.a. X suit une loi de Cauchy de parameétres a et A > 0 si sa
densité est :

A
f(m):iw; x €] — 00, +00

Sa fonction caractéristique est :

p(t) = exp (iat — Alt])
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Loi normale :

Une v.a. X suit une loi normale de paramétres m et ¢ > 0 et on note
X ~ N(m,o) sisa densité est :

1 _@m?
f("]j) — e 202 ’ €T 6] — OO, +OO[

oV 2T

Sa fonction caractéristique est :

t20?
©(t) = exp (z’mt - )

2

Son espérance mathématique est :

Sa variance est :
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Loi normale centrée rédui

Une v.a. X suit une loi normale centrée réduite s’il suit une loi normale
de parameétre m =0 et 0 = 1 et on note X ~ N(0,1). Sa fonction de
densité est :

;T €] — 00, +00]

Sa variance est :

Prof. Mohamed El Merouani () Probabilités 2 2019/2020



Loi du Khi-deux :

Une v.a. X suit une loi de Khi-deux avec n degrés de liberté si sa
densité est :

z n__ .
{ L5227 siz>0

0 siz <0

Sa variance est :
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Formule d’inversion :

Soit F' la fonction de répartition d’une v.a. et soit ¢ sa fonction
caractéristique.
Nous nous proposons d’exprimer F' & partir de ¢.

Théoréme général :
Soit a,b € R, a < b. Alors :

1 T _—ita _ ,—ith
lim — / C p(tydt=
-T it

:%[F(b+0)+F(b—0)]—%[F(GJFO)JFF(G_O)]
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve du Théoréme général :

e—ita _ e—itb
<b-a

(o) = leto)

it

Donc, en vertu du théoréme de Fubini, on peut permuter les
opérateurs d’intégration et écrire :

1 T _—ita __ ,—itb 1 00 T _—ita _ ,—itb
Ir=— [ " p(t)dt = — / dF (z) / SR
27 J_p it 27 J_ _r it

1 oo T _—it(z—a) __ ,—it(z—b)
=~ | dF() / ¢ ¢ dt
21 J_ T it
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve du Théoréme général :

T _—it(x—a) _ ,—it(x—b)
Or, Jr = / ¢ - ¢ dt =
-T it

T o _ T o PR _
:/ cost(x — a) ' cost(x —b) dti/ sint(x — a) ' sint(x —b) gt
T it -T 1t

.y [/OT sint(gtc —a) g /OT sint(f —b) dt]

T(z—a) o; T(z—b) o
:2[/ smudu_/ smudu]
0 U 0 U

L’intégrale de Dirichlet S(v) = [ SIU gy est telle que
S(v)—vst00 £ 5
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve du Théoréme général :

Nous avons donc : Jr =2[S(T(x —a)) — S(T(x—0))].
D'autre part Ir— % T 9 [S(T(x — a)) — S(T(x — b))] dF ().

1 a—0 a+0 b—-0
I = = [ / JrdF(z) + / JrdF(z) + / JrdF(z) +
i —00 a—0 a+0

b+0 [e'S)
+ / JrdF(z) + JTdF(x):|
b—0 b+0
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve du Théoréme général :

eSiz<a<b ona:

S(T(x = a)) — 700 =5 S(T(w = b)) —>7300 3.
Donc o0
lim JrdF(z) = 0.

T—00 — 0o

eSiz=a<b ona:

Donc
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve du Théoréme général :

eSia<x<b ona:

S(T(x = @) — 700 5, S(T(x = b)) —>7200 =5
Donc
b—0
lim JrdF(z) =27 [F(b—0) — F(a +0)]
T—00 Ja10

eSia<x=>bona:

S(T(z — a)) —> 70 g S(T(z — b)) = 0.
Donc b0
lim JrdF(z) =n [F(b+0)— F(b—0)]
T—o0 Jp—o
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve du Théoréme général :

eSia<b<zx ona:
7T ™
S(T(x—a)) —7r-500 §,S(T(a: —b)) — 7500 5

Donc
o

lim JrdF(z) =0
En résumé :
1
lim Ip = o [T(F(a+0)— F(a—0))+

T—o00 ™

2n(F(b—0) = F(a+0))+n(F(b+0) — F(b—-0))] =

[F(b+0)+ F(b—0)] - % [F(a+0) + F(a—0)]m
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Formule d’inversion :

Corollaire 1 :

Si a et b sont deux points de continuité de F'. On a :

1 [T e-ita _ g—ith
F(b) — F(a) = 7_11_{20 ) T<p(t)dt

Formule d’inversion (Paul-Levy)
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa
fonction caractéristique :

Formule de réciprocité de Fourier :

Si ¢ est absolument intégrable, la fonction de répartition F' est
dérivable dans R et de plus

+oo )
F(z) = f() 1/ e (1) dt

:% .

(Formule de réciprocité de Fourier)

Preuve :

F'(z) = lim =lim lim —

F($ + h) _ F(IE) 1 /T e—itw _ e—it(az-}—h) (t)di
h—0 h h—0T—+o00 27 J_p ith v
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve de la Formule de réciprocité de Fourier :

F'(z) = lim lim ! /T 1= B_ithe*m (t)dt
 h50T—+00 21 J_p  ith v

1— —ith
Or, ‘6

e 0] < 1)

et puisque, par hypothése f ©(t)|dt < oo, on peut en vertu de

théoréeme de Lebesgue, passer a la limite sous l'opérateur d’intégration
etona:

1 T 1— —ith ) 1 © 1 _ —ith
U
-T 2

2 ith el
—00
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Preuve de la Formule de réciprocité de Fourier :

1 00 1— e—ith )
— [ lim S emtrpydt
or | i e e

1 [ _.
= — e To(t)dt

2 J_&
Cette derniére intégrale est absolument convergente en x : C’est une
fonction continue en x.
Donc, la v.a. correspondante & F'(x) est absolument continue, de densité
f- |
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Formule d’inversion :

Trouvons la densité de la v.a. dont la fonction caractéristique est
w(t) = e°lt,
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Formule d’inversion :

En effet, puisque ¢(t) est absolument intégrable, la distribution est
absolument continue avec la densité :

1 too 1 too
f(SC) — / e~ itz ( )dt fztxefcmdt

27 o2

1 0

- t(c zx)dt + / c—Hx)dt
27r

Les fonctions a 1ntegrer sont holomorphes, donc

fz) = (e —iz) [et(‘j_”)}im — 2(1 [e—t(c+ix)]+oo

m(c+ix) 0

AL N R S S
S 2m |e—ix  ctiz]  w(c2+ a?)
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Détermination d’'une loi de probabilité sur R par sa

fonction caractéristique :

Formule d’inversion - Théorémes d’unicité :

Théoreme :

Si deux fonctions de répartitions correspondent & la méme fonction
caractéristique, alors elles sont égales.

Le. or = pp = F1 = F

La fonction caractéristique d’une v.a. détermine la loi de cette variable.
Autrement dit, si deux v.a. admettent méme fonction caractéristique,
alors elles ont méme loi.

Proposition :

Soit px(u) est la fonction caractéristique d’une v.a. X et py(u) est la
fonction caractéristique d’une v.a. Y.
X et Y ont méme loi si, et seulement si px(u) = vy (u).
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Fonction caractéristique et indépendance :

Soit (X,Y) un couple de v.a. indépendantes. Alors, pour tout réel ¢, on
a:
px+y (t) = px )¢y (t)

Preuve :
En effet, ox vy (t) = E(e* X)) = B(e?X ) d’on, puisque X et YV
sont indépendantes, donc aussi X et ¢ :

pxtv(t) = E(")E(E™) = ox(t)ey (1).

On peut généraliser le théoréme précédent de la fagon suivante :

Théoréme :

Soient X1, X9, -+, X, des v.a. indépendantes. Alors, pour tout réel ¢,
on a :

ey, x () = Ty o, (1)
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Fonction caractéristique et indépendance :

Remarque :

On peut trouver des v.a. X et Y non indépendantes qui vérifient,
quand méme, px+y (t) = px(t)ey(¢).

Contre-exemple :

Soit X une v.a. de Cauchy C(0, 1) ; sa fonction caractéristique est
donnée par @x(t) = e . Le couple (X,Y), ou Y = X vérifie :
px+v(t) = pax (t) = e = (e7M1)? = px ()py (¢).

v
Corollaire :
Le produit de deux fonctions caractéristiques est une fonction
caractéristique.
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