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Exercice 1 :

1. (a)

lim inf
n

An =
⋃
n>1

(
⋂
k>n

Ak)

alors la suite d’événements (
⋂
k>nAk)n est croissante et lim infnAn = limn(

⋂
k>nAk).

On a donc P (lim infnAn) = P (limn(
⋂
k>nAk)) = limn P (

⋂
k>nAk) = lim infn P (

⋂
k>nAk).

Or ∀n > 1, on a : (
⋂
k>nAk) ⊂ An

d’où P (
⋂
k>nAk) 6 P (An). Prenons la limite inférieure des deux côtés, on a :

lim infn P (
⋂
k>nAk) 6 lim infn P (An)

Il en résulte : P (lim infnAn) 6 lim infn P (An)

(b)

lim sup
n

An =
⋂
n>1

(
⋃
k>n

Ak)

alors la suite d’événements (
⋃
k>nAk)n est décroissante et lim supnAn = limn(

⋃
k>nAk).

On a donc P (lim supnAn) = P (limn(
⋃
k>nAk)) = limn P (

⋃
k>nAk) = lim supn P (

⋃
k>nAk).

Or ∀n > 1, on a : An ⊂ (
⋃
k>nAk)

d’où P (An) 6 P (
⋃
k>nAk). Prenons la limite supérieure des deux côtés, on a :

lim supn P (An) 6 lim supn P (
⋃
k>nAk)

Il en résulte : lim supn P (An) 6 P (lim supnAn)

2. (a) B − lim inf
n

An = B −
⋃
n>1

(
⋂
k>n

Ak)

= B
⋂

[
⋃
n>1(

⋂
k>nAk)]

c

= B
⋂

[
⋂
n>1(

⋃
k>nA

c
k)]

=
⋂
n>1[B

⋂
(
⋃
k>nA

c
k)]

=
⋂
n>1[

⋃
k>n(B

⋂
(Ack)]

=
⋂
n>1[

⋃
k>n(B − Ak)]

= lim supn(B − An)

(b) B − lim sup
n

An = B −
⋂
n>1

(
⋃
k>n

Ak)

= B
⋂

[
⋂
n>1(

⋃
k>nAk)]

c

= B
⋂

[
⋃
n>1(

⋂
k>nA

c
k)]

=
⋃
n>1[B

⋂
(
⋂
k>nA

c
k)]

=
⋃
n>1[

⋂
k>n(B

⋂
(Ack)]

=
⋃
n>1[

⋂
k>n(B − Ak)]

= lim infn(B − An)
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Exercice 2 :

1. Pour tout réels x, x1, · · · , xn, on a l’équivalence

max
16i6n

xi 6 x⇐⇒ ∀i, xi 6 x.

On en déduit l’égalité des évènements

{Mn 6 x} =
⋂

16i6n

{Xi 6 x} ,

et, les variables Xi étant indépendantes, on obtient

P {Mn 6 x} =
∏

16i6n

P {Xi 6 x} =
∏

16i6n

Fi(x)

2. Pour le min des Xi, l’équivalence

min
16i6n

xi > x⇐⇒ ∀i, xi > x

donne l’égalité des évènements

{mn > x} =
⋂

16i6n

{Xi > x} ,

puis

P {mn 6 x} = 1−
∏

16i6n

P {Xi > x} = 1−
∏

16i6n

(1− Fi(x)).

3. De même pour l’évènement {x1 < mn 6Mn 6 x2}, on a :

{x1 < mn 6Mn 6 x2} = {x1 < mn} ∩ {Mn 6 x2} =
⋂

16i6n

{x1 < Xi 6 x2} .

D’où, par l’indépendance des Xi,

P (x1 < mn 6Mn 6 x2) =
∏

16i6n

(Fi(x2)− Fi(x1)) .
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Exercice 3 :

1. On a :

ϕX(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eitx−

x2

2 dx

Il y a plusieurs méthodes pour calculer cette intégrale :

Première méthode est la méthode vue dans le cours :

Comme ∫ +∞

−∞
e−

x2

2 sin t x dx = 0,

alors :

ϕX(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 cos t x dx

et

ϕ′X(t) = − 1√
2π

∫ +∞

−∞
xe−

x2

2 sin t x dx

Une intégration par partie donne

ϕ′X(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
sin t x d

(
e−

x2

2

)
donc

ϕ′X(t) = −t 1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 cos t x dx = −tϕX(t)

On en tire
ϕ′X(t)

ϕX(t)
= −t ou [lnϕX(t)]′ = −t

Ce qui implique

lnϕX(t) =
−t2

2
+ c.

Comme ϕX(0) = 1, on a c = 0 et ϕX(t) = e
−t2
2 .

Deuxième méthode est la méthode vue en T.D., on a ϕX(t) = 1√
2π

∫ +∞
−∞ eitxe−

x2

2 dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞

∞∑
n=0

(itx)n

n!
e−

x2

2 dx

=
1√
2π

∞∑
n=0

(it)n

n!

∫ +∞

−∞
xne−

x2

2 dx

=
∞∑
n=0

(it)2n

2n!

(2n)!

2nn!
= e−

t2

2

Le calcul de l’intégrale I2n = 1√
2π

∫ +∞
−∞ x2ne−

x2

2 dx se fait par récurrence sur n (I2n−1 est

nulle puisque c’est l’intégrale sur R d’une fonction impaire).

Pour justifier l’interversion de la somme et de l’intégrale, il suffit de vérifier que l’intégrale :

1√
2π

∫ +∞

−∞

∞∑
n=0

|itx|n

n!
e−

x2

2 dx =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e|tx|e−

x2

2 dx
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est finie. Mais,
1√
2π

∫ +∞

−∞
e|tx|e−

x2

2 dx =
2√
2π

∫ +∞

0

e|t|xe−
x2

2 dx

=
2√
2π

∫ +∞

0

e
t2

2 e−
1
2
(x−|t|)2dx 6 2e

t2

2

Troisième méthode : Un argument d’intégrabilité permet de montrer comme précédemment
que la fonction g(z) d’une variable complexe z définie par :

g(z) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ezxe−

x2

2 dx

est développable en série entière de rayon de convergence infini. Or g(z) se calcule aisément
par un changement de variable réelle si z est réel. En effet, on a, alors :

1√
2π

∫ +∞

−∞
ezxe−

x2

2 dx =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e
z2

2 e−
(x−z)2

2 dx = e
z2

2

Les deux fonctions analytiques g(z) et e−
z2

2 sont égales pour toute valeur réelle de z. Elles
sont donc égales sur C, d’où en particulier pour z = it avec t réel :

ϕX(t) = g(it) = e−
t2

2

2. Si Y ∼ N (m,σ), on peut représenter Y sous la forme Y = σX+m où X ∼ N (0, 1) ; d’où

ϕY (t) = ϕσX+m(t) = eitme
−t2σ2

2

La dérivée ϕ′Y (t) s’écrit

ϕ′Y (t) = (im− tσ2)eitme
−t2σ2

2

et E(Y ) = 1
i
ϕ′Y (0) = m.

La dérivée ϕ′′Y (t) s’écrit

ϕ′′Y (t) = −σ2eitm−
t2σ2

2 + (im− tσ2)2eitm−
t2σ2

2

et E(Y 2) = 1
i2
ϕ′′Y (0) = −(−σ2 + i2m2) = σ2 +m2

La variance V ar(Y ) est donc V ar(Y ) = σ2 +m2 −m2 = σ2

3. Soit X1 ∼ N (m1, σ1) et X2 ∼ N (m2, σ2), indépendantes, alors

ϕX1+X2(t) = ϕX1(t)ϕX2(t) = eitm1−σ2
1t

2/2eitm2−σ2
2t

2/2 = eit(m1+m2)−(σ2
1+σ

2
2)t

2/2

et comme la fonction caractéristique caractérise la loi, X1 +X2 ∼ N (m1 +m2,
√
σ2
1 + σ2

2)
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