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Exercice 1 : (8 points)
Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, de même loi et de fonction
de répartition F . Définissons une autre suite de variables aléattoires (Yn)n∈N par :
Yn(x) = 1

n

∑n
i=1 I{Xi6x}, pour chaque x ∈ R.

1. Montrer que, pour tout x ∈ R, Yn(x)
P−→

n→+∞ F (x).

2. Montrer que, pour tout x ∈ R, Yn(x)
p.s.
−→

n→+∞ F (x).

3. Montrer que, pour un x fixé,
√
n(Yn(x)−F (x))√
F (x)(1−F (x))

L−→
n→+∞ N (0, 1).

Exercice 2 : (12 points)
Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire, définies toutes sur
un même espace probabilisé (Ω,A, P ).
• On dit que (Xn)n∈N est une suite de Cauchy presque sûrement, s’il existe un ensemble N
négligeable, pour tout ω /∈ N ; on ait lim

n,m→+∞
|Xn(ω)−Xm(ω)| = 0,

ou encore, si ∀ε > 0, P (
⋃

n∈N
⋂

m>n {|Xn −Xm| < ε}) = 1.
• On dit que (Xn)n∈N est une suite de Cauchy en probabilité, si
∀ε > 0, lim

n,m→+∞
P (|Xn −Xm| > ε) = 0,

ou encore, si ∀ε > 0,∃m,∀n > m,P (|Xn −Xm| > ε) 6 ε.
• On dit que (Xn)n∈N est une suite de Cauchy en moyenne d’ordre r > 0, tel que ∀n ∈ N,
E(|Xn|r) soit fini, si lim

n,m→+∞
E(|Xn −Xm|r) = 0.

1. Montrer que (Xn)n converge presque sûrement vers X si, et seulement si, (Xn)n est de
Cauchy presque sûrement.

2. Montrer que si (Xn)n converge vers X en probabilité, alors il existe une suite extraite
(Xnk

) qui converge vers X presque sûrement.

Indication :
On peut montrer qu’il existe une suite strictement croissant d’entiers 1 6 n1 < n2 < · · ·
telle que pour tout k > 1 on ait P

(
|Xnk

−X| > 1
k

)
6 1

2k
. Puis poser, pour tout k > 1,

Yk = Xnk
et montrer que la suite (Yk)k>1 converge presque sûrement vers X.

3. Montrer que (Xn)n converge, en probabilité, vers X si, et seulement si, (Xn)n est de
Cauchy en probabilité.

4. Montrer que (Xn)n converge, en moyenne d’ordre r, vers X si, et seulement si, (Xn)n est
de Cauchy en moyenne d’ordre r.

Bonne Chance !
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