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Corrigés

Exercice 1 :

On a:
f(z,y)

f(y)
fly/z) < f(x,y) o< exp(—zy?)

fla/y) = o f(z,y) < exp(—z(1 + %))

avec lequel
x/y ~ Exp(l+y?)

y/x ~ N(0,0° !

= ﬁ)
et ’échantillonnage de Gibbs devient :
Choisir une valeur initiale Yy, j=1
Répéter
Générer X; ~ Exp(l+ (V;_1)?)
Générer Y; ~ N(0, 52-)
PR j 2X;

Exercice 2 :
Premieére méthode :

—z2/2
I = 27 sin(zt) el 4 oof( e—dx
| Vamsin(ate T ()=

[=E (@ sin(Z4)e*QZI[[O,+Oo[(Z)) avec Z ~ N(0,1)

Si, nous tirons 7y, Zy, - -+ , Z, i.i.d. de méme loi N'(0, 1), alors

1 < s.
- Z V2msin(Z))e *# g 4 oo((Zi) = 1
i=1

n—o0

Deuxiéme méthode :

291
I= / sin(zt)e /25 x 2lo 4oof(z)e > da
R

1
I=F (sin(Y4)e_Y2/2§) avec Y ~ Exp(2)

Si, nous tirons Y7, Ys, - -+ | Y, i.i.d. de méme loi Exp(2), alors

n

1
2n — n—00



Exercice 3 :
On propose d’utiliser la méthode d’inversion. Cherchons, alors, la fonction de répartition :
Soit x > 0,

:/_m f(t)dt:/_x aBt? ! exp(—at®) g 4o (t)dt

F(r) = / afti! eXp(—atﬁ)dt — [_e—atﬂ]g — e
0

Donc F(z) = (1 — e_axﬁ)]l[07+oo[(:c). On cherche, ensuite, le pseudo-inverse de F,
si u € [0,1], on cherche x tel que F(z) = u,
ce qui revient & z = (=2 In(1 — u))l/ﬂ
Pour simuler suivant la loi de X,
on tire U ~ U([0,1])
et on revient X = (—11In(1 — U))l/ﬁ
ou bien X = (-1 ln(U))I/ﬁ
puisque 1 — U ~ U([0,1])

Exercice 4 :
Soit Y ~ Exp(N). Soit X = [Y]. Alors,

k+1
P(X=k)=Pk<Y <k+1) :/ e My
k

— oM _ A
o)
= (M (1-e™)
pour k =0,1,2,--- , est la fonction de loi de probabilité géométrique de parametre p = 1 —e ™.
En prenant A = —In(1—p), on remarque I'expression de la loi trouvée est identique a la fonction

de probabilit d'une loi géométrique de parametre p. Donc

<= =) = [l

ouV =—InU ~ Ezxp(1). On conclut que pour générer une variable géométrique de parametre
p, on génére d’abord, une variable exponentielle de parametre — In(1 — p), et on arrondit & une
valeur entiere.

Exercice 5 :
1 22

e 2dx
V2T

A 1
=1, =— Z (xi=0)e”*" === I (Monte-Carlo standard)
n :
B(e

I = E([(x>0€™

n—o0

(1) Si on cherche a calculer ) avec X ~ N(0,1). Nous savons que

2

E(e’X) /+OO w2y
(& = e ——axr
oo \ 2T

+o0o 1 1 2
- /Oo 2_7Texp (—§(x — B2+ %) dx
82
= e 2




Si nous tirons Xi,--- , X, i.i.d. de méme loi que X, nous aurons

vn

avec Y ~ N(0,1), 02 = Var(e®X) (d’apres le théoreéme de la limite-centrale).
Un calcul similaire a celui que nous venons de faire nous donne :

1 n
— E PXi  B(ePX) + Ty
n

i=1

2 2
02—625 —66

En ce qui concerne I'erreur relative

11 o o 2
|- BXi _ B(eP)| x ———=F(]Y :—\ﬁ
o) [n 2~ BN~ g P = g v
Nous avons #ﬁx) = Vef® — 1. Par exemple, si 3 = 5, si nous voulons une erreur relative de

lordre de 1, il faut prendre n tel que

> 1,96
6/62_1 2

c’est-a-dire n de lordre de 4 x 10!, ce qui n’est pas réalisable dans la pratique. C’est pourquoi
il est important de réduire la variance.
(2) Méthode d’échantillonnage préférentiel :
x 72?2
Posons h(z) = I~y f(z) = \/%76 /2
Nous remarquons que

M) f(2) = 222 exp (—%(g: —B)*+ %)

Nous utilisons les mémes notations que dans le cours et prenons

o) = e (—gta =97+ 5 )

f(x) 1 ox —lx— 2
- Fdy ~ Var p (3 -7)

(c’est la densité de N (3, 1), suivant laquelle nous savons simuler).
(3) Méthode de variable de contréle :
Nous avons

Nous avons

I'=E(f(X))

avec f(z) = Ijzsope™
= E(f(X) = h(X)) + E(h(X))

avec h(z) = e et E(h(X)) = f M

R N dz




~on ()
= exp 5

(4) Technique de variable antithétique :
Si X ~ N(0,1), alors —X ~ N(0,1). Donc

E(h(X)) = E(h(—X)) = E (h(X) + h(—X)>

2

On en déduit une nouvelle méthode de Monte-Carlo pour approcher ’espérance.



