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Corrigés

Exercice 1 :

1. Y suit une loi binomiale B(n,1 — p), en effet :
PY=i)=P(X=n—i)=C."p""(1-p)

—1 |
Comme C]7"' =

= ot = O on obtient,

P(Y = i) = Cy(L—p)p""

OnaP(X =k) = CFpF(1 —p)F
et P(X =k—1)=Cr'p"' (1 —p)"*!

Alors :
PX=Fk CpfQ—pr*
PX =h=1)  CEphi(i = ppiot
(k—Dln—Fk+1)! p
El(n — k)! (1—p)

_(n—k+1)p
k(1 —p)
D’ot la relation. Puis, on a :
(n—k+1)p
PX=k) = PX=k—1)——
(X=k) = P e
_ _ 2
_ P(X:k—2)(n k4+2)(n—k+1)p

(k= Dk(1 = p)?
n-(n—k+2)(n—k+1)p*
Ix--x(k—=1)k(1—p)k

n n!p
= (1-p) El(n — E)I(1 — p)*
= Gl —p)" "

= ...=P(X=0)

P(X =0) = (1 —p)" (En répétant n fois I'expérience de Bernoulli, on a eu que des
échecs.)

3. L’espérance mathématique de X est :

E(X) =) kCip*(1—p*
k=0



= kCipF(1—p
k=1

_ . B kn! n(n—1)! _ k—1
Comme Vk =1,2,--- ;n,ona: kC) = il = i1 )" =nC,_{,

E(X) s’écrit sous la forme :

=Y nChlipF (L —p)F=mp)y CE i (1 —p) =
1 k=1
=np(p+(1—p)"" =np
et la variance de X est Var(X) = E(X?) — (F(X))% On a :

X% = KO —p*
k=0

-y [k(k — 1) + k] Crp*(1 — p)" "

k=0
= k(k=1)Cip* (A = p)"F+ ) RCEE(L—p)"F
k=2 k=1
En remarquant que k(k — 1)C* = n(k — 1)C*1 =n(n —1)C*2 on a :

n

E(XZ) n(n — 1)p ch 2 _k— 2(1 )= k+npz 1 k 1 p)”_k

k=2
=n(n—1)p* (p+ (1=p)" " +np(p+(1—p)"" =n(n—1)p" +np
On a donc Var(X) = n(n — 1)p? + np — n?p* = np(1 — p)
. En considérant que X =>"" | X; avec les X;;i =1,2,--- ,n sont des variables aléatoires

de Bernoulli, indépendantes et de méme parametre p, 'espérance mathématique s’écrit :
E(X)=E(.", X;) =Y, E(X;) (car Pespérance est linéaire), d’oli, comme E(X;) = p
pour tout i = 1,--+ ;n,on a: E(X) = np.
De méme pour la variance : Var(X) = Var(3., X;) = >, Var(X;) (car les X; sont
indépendantes), d’out Var(X) = np(l — p) (puisque Var(X;) = p(1 —p)).
. La fonction caractéristique de la v.a. X est :

p(u) = B(e™) =) ""P(X =k)

k=0

— ezukc«kp (1 p)n—k — Ck:<p€zu>k<1 o p>n—k

n
k=0 k=0

= (pe" +(1-p)"
Pour recalculer E(X) et Var(X), on calcul la dérivée de la fonction caractéristique
@' (u) =n (pe™ + (1 - )" ipe™ d'oit B(X) = 1¢/(0) = np
Et puis la dérivée seconde ¢ (u) = —npe™ (pe™ + (1 —p))" > (npe~™ + (1 — p)) ;
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et B(X?) = 3¢"(0) = — [-n(n — 1)p* = np] = n(n — 1)p* + np
La variance Var(X) est donc

Var(X) = B(X?) — E(X)?

= n(n — 1)p* +np — n?*p* = np(1 — p)
6. On a X; ~ B(ny,p) et Xy ~ B(ns,p) indépendantes

(a) Ona: P(X1+Xo=k)=> ,P(X1=14X, =)
ouA={(:,7)/0<i<n;0<j<ng,i+j=k}
P(Xi+Xo=k)=> ,P(X;: =1)P(Xy=j), (car X et X, sont indépendantes)
=2 a0, P (L =p)" G (L= p)™ 7 =30, O, GLp P (L —p)mme
Or > ,C, n 1’7.,2 anJrnQ C'rltl qum = C’rliﬁ-ng
donc P(X, + Xo = k) = Ck ., p"(1 — p)rtra—F
d’out Xy + Xo ~ B(ny + ns, p).
Autre méthode :

PX1+X, (t) =F (eit(Xl+X2))
_ E( it X1 ZtXQ)
Comme X; et X, sont indépendantes. Alors, e“*! et /X2 le sont aussi.
PX1+X2 (t) = E(eitXl)'E(eit)Q)
= (pe" + (1= p))" (pe™ + (1 = p))"™
= (pe" + (1 —p)"™
C’est la fonction caractéristique d’une loi binomiale de parameétres p et ny + ns.

Donc X1 + X2 ~ B(m + ng,p).

(b) « et § deux entiers tels que a < 3. On calcul

P(Xl—()éX1+X2 B)

PXi=a/Xi+X,=0)=

P(X1+ Xy =0)
_P(Xlzoz,ngﬁ—oz) :P(Xleé)P(ngﬂ—Oé)

(car X; et X5 sont indépendantes)
Onlp ( p)nl—a Oﬁ;apﬁ—a(l _ p)n2—5+a
CP P (1 — p)mtna=b
Ca CpepP(1 — pyrtnas

ni —'na

C"rﬁll+n2p (1 - p)nl+n2_/8

cg Cny
5
Cn1+n2

On voit, donc, que la loi de X; conditionnée par X;+X5 = [ est une hypergéométrique
de parametres ny + ng,ny et f (que 'on note X + Xy ~ H(ny + ng,ny, f)).

donc P(X; =a/X1+ Xo=0) =

Exercice 2 :



I.OnaPl-U<u)=PU=>=21-—u)=1- Fy(l —u). Comme U ~ U(]0,1[), Fy(u) =u
pour u €]0,1[, Fy(u) = 0 pour u < 0 et Fyy(u) = 1 pour u > 1, o Fyy est la fonction de
répartition de U. On a donc Fy(l —u) =1—wuet P(1 -U < u) =u= P(U < u), de
sorte que U et 1 — U ont méme fonction de répartition, donc elles suivent la méme loi.

2. Pourv>0,ona PV<v)=P(—lnU<u)=PUZ=2e")=1—e€"".

Pour v < 0, P(V <wv) =0.
On dit que V suit la loi exponentielle de parametre 1 et on écrit V' ~ Exp(1).
Comme U et 1 — U ont méme loi, W suit aussi la loi loi exponentielle de parametre 1.

3. La variable aléatoire R = y/—In(U) a pour domaine de variation [0, +oo[. Pour r < 0,
ona Fr(r)=P(R<r)=0.Pourr>0,ona:

FR<7") = P(Rg?“)

On a donc :

—7“2 .
FR(T):{l—e sir>0

0 sinon

1 suffit alors de dériver Fr pour vérifier que R ~ R(c) avec o = v/2/2.

4. (a) Par la formule de changement de variable, on a :

_ (r,0)
fan(@,y) = fre(r.0) '6(x,y)‘
o(r, 0)
- /22 1 o2
f(R,@)( Tty ah(xvy))‘a(a:’y)‘
x Y
8(r, 6‘) _ \/f2+y2 \/$2+y2 _ 1
0r,y) | m  oip NZZERT
et
arctan(y/x) siz>0ety>0
h(xz,y) = < arctan(y/z) + 27 siz>0ety <0

arctan(y/xz) + 7 siz <0

Puisque R et © sont indépendantes, on peut écrire :

1 2 2 T
faxn(r,y) = Wﬁz(vx +42) fo(h(,y)),

pour (z,y) # 0. Comme O ~ U([0, 27[) et que h(z,y) €]0, 27, fo(h(z,y)) = 5=
De plus, comme R ~ R(v/2/2),

Fr(Wa? +y2) = 2¢/a2 + y2e” @) = 2pe 7
D’ou :

2 / —(z
V(.’L’,y) € RQ?f(X,Y)(x7y) = ﬁ 22 +y2€ (=*+y
Zz Y

5y 1 e

21 s



(b) La loi marginale de X est donnée par :

Foo ]_ 2 2 ]. oo 2 2

~ T m 00

+o0 —x
= 1612/ eV dy = ¢

™

2

De méme, fy(y) = %e*yz.
On a donc X ~ N(0,1) et Y ~ N(0,1), puisque la densité d’une variable aléatoire
2

Z ~N(0,3) est Vz € R, fz(z) = Lem7.
On remarque aussi que fixyy(z,y) = fx(z).fy(y).
D’ou, les v.a. X et Y sont indépendantes.

& Justification de [ e " dr = /7 :

Soit Z ~ N(0,3) , Vz € R, fz(2) = %e‘zz,

et [T fr(2)dz=1= [T dr= /1.



