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Corrigés

Exercice 1 :

1. Y suit une loi binomiale B(n, 1− p), en effet :

P (Y = i) = P (X = n− i) = Cn−i
n pn−i(1− p)i

Comme Cn−i
n = n!

(n−i)!i! = Ci
n, on obtient,

P (Y = i) = Ci
n(1− p)ipn−i

2.
On a P (X = k) = Ck

np
k(1− p)n−k

et P (X = k − 1) = Ck−1
n pk−1(1− p)n−k+1

Alors :
P (X = k)

P (X = k − 1)
=

Ck
np

k(1− p)n−k

Ck−1
n pk−1(1− p)n−k+1

=
(k − 1)!(n− k + 1)!

k!(n− k)!

p

(1− p)

=
(n− k + 1)p

k(1− p)
D’où la relation. Puis, on a :

P (X = k) = P (X = k − 1)
(n− k + 1)p

k(1− p)

= P (X = k − 2)
(n− k + 2)(n− k + 1)p2

(k − 1)k(1− p)2

= · · · = P (X = 0)
n · · · (n− k + 2)(n− k + 1)pk

1× · · · × (k − 1)k(1− p)k

= (1− p)n n!pk

k!(n− k)!(1− p)k

= Ck
np

k(1− p)n−k

P (X = 0) = (1 − p)n (En répétant n fois l’expérience de Bernoulli, on a eu que des
échecs.)

3. L’espérance mathématique de X est :

E(X) =
n∑
k=0

kCk
np

k(1− p)n−k
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=
n∑
k=1

kCk
np

k(1− p)n−k

Comme ∀k = 1, 2, · · · , n, on a : kCk
n = kn!

k!(n−k)!
= n(n−1)!

(k−1)!(n−1−(k−1))!
= nCk−1

n−1,

E(X) s’écrit sous la forme :

E(X) =
n∑
k=1

nCk−1
n−1p

k(1− p)n−k = np

n∑
k=1

Ck−1
n−1p

k−1(1− p)n−k =

= np (p+ (1− p))n−1 = np

et la variance de X est V ar(X) = E(X2)− (E(X))2. On a :

E(X2) =
n∑
k=0

k2Ck
np

k(1− p)n−k

=
n∑
k=0

[k(k − 1) + k]Ck
np

k(1− p)n−k

=
n∑
k=2

k(k − 1)Ck
np

k(1− p)n−k +
n∑
k=1

kCk
np

k(1− p)n−k

En remarquant que k(k − 1)Ck
n = n(k − 1)Ck−1

n−1 = n(n− 1)Ck−2
n−2, on a :

E(X2) = n(n− 1)p2

n∑
k=2

Ck−2
n−2p

k−2(1− p)n−k + np
n∑
k=1

Ck−1
n−1p

k−1(1− p)n−k

= n(n− 1)p2 (p+ (1− p))n−2 + np (p+ (1− p))n−1 = n(n− 1)p2 + np

On a donc V ar(X) = n(n− 1)p2 + np− n2p2 = np(1− p)
4. En considérant que X =

∑n
i=1 Xi avec les Xi; i = 1, 2, · · · , n sont des variables aléatoires

de Bernoulli, indépendantes et de même paramètre p, l’espérance mathématique s’écrit :
E(X) = E(

∑n
i=1Xi) =

∑n
i=1E(Xi) (car l’espérance est linéaire), d’où, comme E(Xi) = p

pour tout i = 1, · · · , n, on a : E(X) = np.

De même pour la variance : V ar(X) = V ar(
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 V ar(Xi) (car les Xi sont
indépendantes), d’où V ar(X) = np(1− p) (puisque V ar(Xi) = p(1− p)).

5. La fonction caractéristique de la v.a. X est :

ϕ(u) = E(eiuX) =
n∑
k=0

eiukP (X = k)

=
n∑
k=0

eiukCk
np

k(1− p)n−k =
n∑
k=0

Ck
n(peiu)k(1− p)n−k

=
(
peiu + (1− p)

)n
Pour recalculer E(X) et V ar(X), on calcul la dérivée de la fonction caractéristique

ϕ′(u) = n (peiu + (1− p))n−1
ipeiu d’où E(X) = 1

i
ϕ′(0) = np

Et puis la dérivée seconde ϕ′′(u) = −npeiu (peiu + (1− p))n−2
(npe−iu + (1− p)) ;
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et E(X2) = 1
i2
ϕ′′(0) = − [−n(n− 1)p2 − np] = n(n− 1)p2 + np

La variance V ar(X) est donc

V ar(X) = E(X2)− E(X)2

= n(n− 1)p2 + np− n2p2 = np(1− p)

6. On a X1 ∼ B(n1, p) et X2 ∼ B(n2, p) indépendantes

(a) On a : P (X1 +X2 = k) =
∑

A P (X1 = i,X2 = j)

où A = {(i, j)/0 6 i 6 n1; 0 6 j 6 n2, i+ j = k}
P (X1 +X2 = k) =

∑
A P (X1 = i)P (X2 = j), (car X1 et X2 sont indépendantes)

=
∑

AC
i
n1
pi(1− p)n1−iCj

n2
pj(1− p)n2−j =

∑
AC

i
n1
Cj
n2
pi+j(1− p)n1+n2−i−j

Or
∑

AC
i
n1
Cj
n2

=
∑n1+n2

k=0 Ci
n1
Cj
n2

= Ck
n1+n2

donc P (X1 +X2 = k) = Ck
n1+n2

pk(1− p)n1+n2−k

d’où X1 +X2 ∼ B(n1 + n2, p).

Autre méthode :

ϕX1+X2(t) = E
(
eit(X1+X2)

)
= E

(
eitX1eitX2

)
Comme X1 et X2 sont indépendantes. Alors, eitX1 et eitX2 le sont aussi.

ϕX1+X2(t) = E(eitX1).E(eitX2)

= (peiu + (1− p))n1(peiu + (1− p))n2

= (peiu + (1− p))n1+n2

C’est la fonction caractéristique d’une loi binomiale de paramètres p et n1 + n2.

Donc X1 +X2 ∼ B(n1 + n2, p).

(b) α et β deux entiers tels que α 6 β. On calcul

P (X1 = α/X1 +X2 = β) =
P (X1 = α,X1 +X2 = β)

P (X1 +X2 = β)

=
P (X1 = α,X2 = β − α)

P (X1 +X2 = β)
=
P (X1 = α).P (X2 = β − α)

P (X1 +X2 = β)

(car X1 et X2 sont indépendantes)

=
Cα
n1
pα(1− p)n1−α.Cβ−α

n2
pβ−α(1− p)n2−β+α

Cβ
n1+n2

pβ(1− p)n1+n2−β

=
Cα
n1
Cβ−α
n2

pβ(1− p)n1+n2−β

Cβ
n1+n2

pβ(1− p)n1+n2−β

donc P (X1 = α/X1 +X2 = β) =
Cαn1C

β−α
n2

Cβn1+n2

On voit, donc, que la loi deX1 conditionnée parX1+X2 = β est une hypergéométrique
de paramètres n1 + n2, n1 et β (que l’on note X1 +X2 ∼ H(n1 + n2, n1, β)).

Exercice 2 :
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1. On a P (1− U 6 u) = P (U > 1− u) = 1− FU(1− u). Comme U ∼ U(]0, 1[), FU(u) = u
pour u ∈]0, 1[, FU(u) = 0 pour u 6 0 et FU(u) = 1 pour u > 1, où FU est la fonction de
répartition de U . On a donc FU(1 − u) = 1 − u et P (1 − U 6 u) = u = P (U 6 u), de
sorte que U et 1− U ont même fonction de répartition, donc elles suivent la même loi.

2. Pour v > 0, on a P (V 6 v) = P (− lnU 6 u) = P (U > e−v) = 1− e−v.
Pour v < 0, P (V 6 v) = 0.
On dit que V suit la loi exponentielle de paramètre 1 et on écrit V ∼ Exp(1).
Comme U et 1− U ont même loi, W suit aussi la loi loi exponentielle de paramètre 1.

3. La variable aléatoire R =
√
− ln(U) a pour domaine de variation [0,+∞[. Pour r < 0,

on a FR(r) = P (R 6 r) = 0. Pour r > 0, on a :

FR(r) = P (R 6 r)

= P (
√
− ln(U) 6 r)

= P (− ln(U) 6 r2)

= P (ln(U) > −r2)

= P (U > e−r
2

)

= 1− e−r2

On a donc :

FR(r) =

{
1− e−r2 si r > 0
0 sinon

Il suffit alors de dériver FR pour vérifier que R ∼ R(σ) avec σ =
√

2/2.

4. (a) Par la formule de changement de variable, on a :

f(X,Y )(x, y) = f(R,Θ)(r, θ)

∣∣∣∣ ∂(r, θ)

∂(x, y)

∣∣∣∣
= f(R,Θ)(

√
x2 + y2, h(x, y))

∣∣∣∣ ∂(r, θ)

∂(x, y)

∣∣∣∣
∂(r, θ)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣
x√
x2+y2

y√
x2+y2

−y
x2+y2

x
x2+y2

∣∣∣∣∣ =
1√

x2 + y2

et

h(x, y) =


arctan(y/x) si x > 0 et y > 0
arctan(y/x) + 2π si x > 0 et y < 0
arctan(y/x) + π si x < 0

Puisque R et Θ sont indépendantes, on peut écrire :

f(X,Y )(x, y) =
1√

x2 + y2
fR(
√
x2 + y2)fΘ(h(x, y)),

pour (x, y) 6= 0. Comme Θ ∼ U([0, 2π[) et que h(x, y) ∈]0, 2π[, fΘ(h(x, y)) = 1
2π

.

De plus, comme R ∼ R(
√

2/2),

fR(
√
x2 + y2) = 2

√
x2 + y2e−(x2+y2) = 2re−r

2

,

D’où :

∀(x, y) ∈ R2, f(X,Y )(x, y) =
2√

x2 + y2

√
x2 + y2e−(x2+y2) 1

2π
=
e−(x2+y2)

π
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(b) La loi marginale de X est donnée par :

fX(x) =

∫ +∞

−∞

1

π
e−(x2+y2)dy =

1

π

∫ +∞

−∞
e−x

2

e−y
2

dy

=
1

π
e−x

2

∫ +∞

−∞
e−y

2

dy =
e−x

2

π

De même, fY (y) = 1
π
e−y

2
.

On a donc X ∼ N (0, 1
2
) et Y ∼ N (0, 1

2
), puisque la densité d’une variable aléatoire

Z ∼ N (0, 1
2
) est ∀z ∈ R, fZ(z) = 1

π
e−z

2
.

On remarque aussi que f(X,Y )(x, y) = fX(x).fY (y).

D’où, les v.a. X et Y sont indépendantes.

♠ Justification de
∫ +∞
−∞ e−x

2
dx =

√
π :

Soit Z ∼ N (0, 1
2
) , ∀z ∈ R, fZ(z) = 1

π
e−z

2
,

et
∫ +∞
−∞ fZ(z)dz = 1⇒

∫ +∞
−∞ e−z

2
dz =

√
π.
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