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Exercice 1 : ( 4 points)
Sur un même espace probabilisé (Ω,A, P ), on considère (Xn)n et (Yn)n deux suites de variables
aléatoires, et X et Y deux variables aléatoires telles que P (Yn = 0) = P (Y = 0) = 0. Soit C
une constante réelle non nulle. Montrer que :

1. Si Xn
L−→ X et Yn

P−→ C, alors Xn

Yn

L−→ X
C

.

2. Si Xn
P−→ X et Yn

P−→ Y , alors Xn

Yn

P−→ X
Y

.

Exercice 2 : ( 6 points)
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P ).

1. Montrer que Xn
p.s.−→ X si, et seulement si, ∀ε > 0, P (lim supn |Xn −X| > ε) = 0

2. Montrer que, si ∀ε > 0,
∑

n P (|Xn −X| > ε) <∞, alors Xn
p.s.−→ X.

3. Montrer que, si les Xn, (n > 1), sont mutuellement indépendantes, alors

Xn
p.s.−→ 0 si, et seulement si,

∑
n P (|Xn| > ε) <∞, ∀ε > 0.

Exercice 3 : ( 5 points)
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, telles que la loi des Xn est
donnée par :

P (Xn = 1) =
1

n

et P (Xn = 0) = 1− 1

n
.

On pose Sn =
∑n

k=1Xk.

1. Montrer que E(Sn) ∼ lnn, V ar(Sn) ∼ lnn, quand n→ +∞.

2. Montrer que Yn = Sn−lnn√
lnn

converge en loi vers une variable aléatoire de loi N (0, 1).

Exercice 4 : ( 5 points)
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, de même loi, centrées, de
variance σ2. On pose Sn =

∑n
m=1Xm.

Soit (Nk)k>1 une suite de variables aléatoires discrètes à valeurs dans N∗, toutes indépendantes
de la suite (Xn)n>1.
On définit une suite de variables aléatoires Zk = 1√

Nk
SNk

.

Montrer que si Nk
p.s.−→ +∞ quand k → +∞, alors Zk converge en loi vers une variable aléatoire

que l’on déterminera.

Bonne Chance !
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