Masters MAF et MAP Module : Probabilités

Chapitre de rappels: Compléments sur les fonctions
caractéristiques

Prof. Mohamed El Merouani

Université Abdelmalek Essaadi

Faculté des Sciences de Tétouan

Département de Mathématiques
https://elmerouani.jimdofree.com/calcul-des-probabilités

2023/2024

Prof. Mohamed El Merouani (Univer Probabilités 2023/2024 1/ 20



Chapitre de ra S Compléments sur les fonctions caractéristiques
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Compléments sur les fonctions caractéristiques : Rappels

Rappels :

e Fonction génératrice (des lois)
G(t) = E [t"]
Fonction génératrice des moments

M(t) = E ["]

Fonction caractéristiques
SOX(t) - E [eitX]
Si X est une v.a. discréte :

QDX(t) = EkelmkP(X = 1‘k>

@ Si X est une v.a. continue :
ox(®)= [ e fla)da
R

Dans ce cas, ¢px n’est autre que la transformée de Fourier de f.
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire

(X,Y):

Définition :

Soit (X,Y) un couple de variables alétoires X et Y. On définit la
fonction génératrice des moments du couple aléatoire (X,Y) par :

M(U,U) - E (euX+vY)

C’est une fonction des deux variables réelles u, v qui est définie dans un
voisinage ouvert de (0, 0).
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire

(X,Y):

Théoréme 1 :

La fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire détermine la
loi de ce couple.

Théoréme 2 :

Soit (X,Y’) un couple aléatoire admettant une fonction génératrice des

moments M (u,v) (donc définie dans un voisinage ouvert de (0,0)).
Alors :

@ Pour tout entiers k,1 > 1, on a E (| X[*|Y]') < 400

k41
@ E(X*Y!) = 57— M (u, v)|(u0)=(0,0)
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire

(X,Y):

Théoréme 3 :

Soit (X,Y) un couple aléatoire admettant une fonction génératrice des
moments M (u,v). Alors chacune des v.a. marginales X,Y admet une
fonction génératrice des moments Mj(u), Ma(v). On a, de plus :

Mi(u) = M(u,0); Ma(v) = M(0,v)
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire

(X,Y):

Théoréme 4 :

Soit (X,Y’) un couple aléatoire admettant une fonction génératrice des
moments M (u,v) défine dans un voisinage ouvert V' de (0,0). Alors les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

@ X et Y sont indépendantes ;
@ Pour tout (u,v) € V, on a: M(u,v) = M(u,0)M(0,v).

Preuve :
1) = 2) Supposons X, Y indépendantes;

alors e, e sont indépendantes et I’on a, pour tout (u,v) € V, les
relations :

M(u,v) = E(e“X YY) = E(e*™)E(e"Y) = M(u,0)M(0,v)
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Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire

(X,Y):

Preuve : (Suite)

2) = 1) Supposons que 2) soit vérifié.

Désignons par F'(z,y) la fonction de répartition conjointe de (X,Y") et
par F'x(z) et Fy(y) ses fonctions de répartition marginales. Il vient :

M (u,v) = /11@2 TR (2,y) (a)

M (u, 0)M(0, v) < /R e“””dFX(x)> < /R evdey(y)>

_ / ARy (2)dFy (y) (b)
Rz
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire

(X,Y):

Comme (a) = (b) pour tout (u,v) € V (par 2)), il résulte alors du fait
que "La fonction génératrice des moments d’une v.a. détermine la loi de
cette variable, c’est-a-dire si deux v.a. admettent méme fonction
génératrice des moments, alors elles ont méme loi" (Théoréme
d’unicité), il résulte que F(x,y) = Fx(x)Fy(y) pour tout couple (z,y);
d’ot 'indépendance de X et Y. R
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d'un vecteur aléatoire :

Soit X = (Xy,- -+, X,) un vecteur aléatoire dans R™.

Définition :

On appelle fonction génératrice des moments (transformée de Laplace)
du vecteur X (si elle existe), la fonction de R™ vers R définie pour
w=(ur, - ,uy) par : Mx(u) = E (e<"X>) = E (ezglequj)

Les propriétés restent les mémes que dans le cas unidimensionnel.
Mais son inconvénient majeur de ne pas toujours exister reste

également le méme.
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d'un vecteur aléatoire :

Proposition :

Soit X = (Xy,---,X,) un vecteur aléatoire de R” admettant une
fonction génératrice des moements (une transformée de Laplace) sur un
ouvert O de R".

Les variables (X)) =1,... » sont indépendantes si, et seulement si, pour
tout uw = (uy, -+ ,u,) dans O, on a :
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Compléments sur les fonctions caractéristiques : Fonction caractéristique d’un couple aléatoire

Fonction caractéristique d'un couple aléatoire (X,Y") :

Soit (X,Y’) un couple de variables alétoires X et Y. On définit la
fonction caractéristique du couple aléatoire (X,Y’) par :

plu,v) = B+ ((u,0) € R?)

On peut établir des théorémes analogues aux théorémes 1, 2, 3 et 4
précédents.

Théoréme 4’ :

Soit (X,Y) un couple de v.a. réelles, dont la fonction caractéristique est
notée ¢(u,v). Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

Q@ X et Y sont indépendantes.
@ Pour tout (u,v) € R?, on a : p(u,v) = ¢(u,0)p(0,).
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Compléments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire :

Définition :

La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X = (Xy,---,X,) a
valeurs dans R™ est la fonction définie par :

LPX(U) =FE (ei<u7X>) =E (ei Zy:l quj) ’vu = (u17 e ,Un) eR”

ol <, > désigne le produit scalaire euclidien sur R™ (pour tout u € R,
ona:<u X >=3" u;X; est une v.a.)
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Compléments sur les fonctions ca

Exercices

Exercices :

Exercice 1 :

On dit qu'une v.a. réelle X, a valeurs dans [1, +00], suit la loi de Pareto
P(a, 1), avec a > 0, si elle admet une densité donnée par :

F(@) = —71 ool (@)

@ Les moments F(X"™) existent-ils pour toutes les valeurs de n > 17

© Pour quelles valeurs de t la fonction M(t) = E(e!X) est-elle
définie ? La v.a. X admet-elle une fonction génératrice des
moments 7 Admet-elle une fonction caractéristique ?
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Compléments sur les fonctions caractéristiques

Exercices :

Exercice 2 :

Soit (X,Y’) un couple de v.a. indépendantes, suivant chacune une loi
normale centrée réduite N'(0,1). Montrer que le produit XY admet une
fonction génératrice des moments donnée par :

M) = ——— (jul <)

En déduire sa fonction caractéristique et puis sa densité de probabilité.
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Compléments sur les fonctions c

Compléments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 1 :

1) Ona: BE(X") = [[%a"f(z)dr = a [{* W
L’intégrale au dermer membre est convergente, si et seulement si
(a+1)—n>1,

—_n’
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Compléments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 1 :

etm

2) M(t) = E(e"X) = [T e f(x)dex = a [{° Srda.

Cette intégrale est définie, si et seulement si t €] — oo, 0].

Or | — 00, 0] n’est pas un voisinage ouvert de t = 0;

la fonction M n’est donc pas une fonction génératrice des moments.
D’ailleurs, si elle en était une, la v.a. X admettrait des moments de
tous les ordres, ce qui, d’aprés 1), n’est pas le cas.

En revanche, X admet une fonction caractéristique tout comme toute
v.a.
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Compléments sur les fonctions caractéristiques : Compléments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 2 :

Calculons la fonction génératrice des moments d’une v.a. X normale
centrée réduite N (0,1) :

:):2
Ona: fx(x)= \/%6*7,
d’ott Mx(t) = E(e!X) = \ﬁ Jpee” El da: = r Jre” +t””dx
C’est une intégrale gaussienne; il convient de mettre I'exposant de
2
l’intégrale sous la forme —% +c.
T ptr = -2 - 2tx) = —3[(x — 1) — 2]

T S oY
pour v = x — t, et finalement
2
1 _z? 2+t
Mx(t) = waﬂae sy — \/TfJR dv
fL‘2 'U2 .’l‘
—ez2 127r fRe’Tdv =e7.
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Compléments sur les fonctions caract

Compléments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 2 :
On a

Mxy (u) = B(e"XY) = [ "™ f(z,y)dady = [g € fx(x) fy (y)dxdy

= [ 1xt@) < / e“yfy(y)dy> dx

2.2

Mais [, €Y fy (y)dy = E(e""Y) = My (ux) = e 2, donc

M u & dr = 5 (1w )dx
x \/27r/ \/271'/
Posons o2 = ﬁ avec |u| <1
Mxy (u) = /e2o2daj—azl avec|u| < 1
\/271'02 1—wu?

y
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Compléments sur les fonctions caractéristiques : Compléments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 2 :

En remplacant formellement u par it (¢ réel), on obtient la fonction
caractéristique de XY, soit p(t) = \/ﬁ,

Mais, aussi, on peut calculer la fonction caractéristique de XY ot

X ~~ N(0,1) et Y ~» N(0,1), X et Y indépendantes, par un calcul
analogue & celui du calcul de la fonction génératrice des moments du
produit XY, vu avant.

sa densité est donnée par la formule d’inversion de Fourier

fl@) = 5= [ o

1 [ costx 1
= — ———dt = —Ky(x),
7r/o Vel = gk

ot Ky(z) est la fonction de Bessel modifiée de genre 2.
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