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Chapitre de rappels : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Plan :

Rappels
Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire (X,Y )

Fonction génératrice des moments d’un vecteur aléatoire
(X1, · · · , Xn)

Fonction caractéristique d’un couple aléatoire (X,Y )

Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire (X1, · · · , Xn)

Exercices
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Rappels

Rappels :

Fonction génératrice (des lois)

G(t) = E
[
tX
]

Fonction génératrice des moments

M(t) = E
[
etX
]

Fonction caractéristiques

ϕX(t) = E
[
eitX

]
Si X est une v.a. discrète :

ϕX(t) = Σke
itxkP (X = xk)

Si X est une v.a. continue :

ϕX(t) =

∫
R
eitxf(x)dx

Dans ce cas, ϕX n’est autre que la transformée de Fourier de f .
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire
(X, Y ) :

Définition :
Soit (X,Y ) un couple de variables alétoires X et Y . On définit la
fonction génératrice des moments du couple aléatoire (X,Y ) par :

M(u, v) = E
(
euX+vY

)
C’est une fonction des deux variables réelles u, v qui est définie dans un
voisinage ouvert de (0, 0).
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire
(X, Y ) :

Théorème 1 :
La fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire détermine la
loi de ce couple.

Théorème 2 :
Soit (X,Y ) un couple aléatoire admettant une fonction génératrice des
moments M(u, v) (donc définie dans un voisinage ouvert de (0, 0)).
Alors :

1 Pour tout entiers k, l ≥ 1, on a E
(
|X|k|Y |l

)
< +∞

2 E(XkY l) = ∂k+l

∂ku∂lv
M(u, v)|(u,v)=(0,0)
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire
(X, Y ) :

Théorème 3 :
Soit (X,Y ) un couple aléatoire admettant une fonction génératrice des
moments M(u, v). Alors chacune des v.a. marginales X,Y admet une
fonction génératrice des moments M1(u),M2(v). On a, de plus :

M1(u) = M(u, 0);M2(v) = M(0, v)
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire
(X, Y ) :

Théorème 4 :
Soit (X,Y ) un couple aléatoire admettant une fonction génératrice des
moments M(u, v) défine dans un voisinage ouvert V de (0, 0). Alors les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1 X et Y sont indépendantes ;
2 Pour tout (u, v) ∈ V , on a : M(u, v) = M(u, 0)M(0, v).

Preuve :
1)⇒ 2) Supposons X,Y indépendantes ;
alors e, e sont indépendantes et l’on a, pour tout (u, v) ∈ V , les
relations :

M(u, v) = E(euX+vY ) = E(euX)E(evY ) = M(u, 0)M(0, v)
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :
Fonction génératrice des moments d’un couple

aléatoire

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire
(X, Y ) :

Preuve : (Suite)
2)⇒ 1) Supposons que 2) soit vérifié.
Désignons par F (x, y) la fonction de répartition conjointe de (X,Y ) et
par FX(x) et FY (y) ses fonctions de répartition marginales. Il vient :

M(u, v) =

∫
R2

eux+vydF (x, y) (a)

M(u, 0)M(0, v) =

(∫
R
euxdFX(x)

)(∫
R
evydFY (y)

)
=

∫
R2

eux+vydFX(x)dFY (y) (b)
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un couple aléatoire
(X, Y ) :

Comme (a) = (b) pour tout (u, v) ∈ V (par 2)), il résulte alors du fait
que "La fonction génératrice des moments d’une v.a. détermine la loi de
cette variable, c’est-à-dire si deux v.a. admettent même fonction
génératrice des moments, alors elles ont même loi" (Théorème
d’unicité), il résulte que F (x, y) = FX(x)FY (y) pour tout couple (x, y) ;
d’où l’indépendance de X et Y . �
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Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un vecteur aléatoire :

Soit X = (X1, · · · , Xn) un vecteur aléatoire dans Rn.

Définition :
On appelle fonction génératrice des moments (transformée de Laplace)
du vecteur X (si elle existe), la fonction de Rn vers R définie pour
u = (u1, · · · , un) par : MX(u) = E

(
e<u,X>

)
= E

(
e
∑n
j=1 ujXj

)
.

Les propriétés restent les mêmes que dans le cas unidimensionnel.
Mais son inconvénient majeur de ne pas toujours exister reste
également le même.

Prof. Mohamed El Merouani (Université Abdelmalek Essaâdi Faculté des Sciences de Tétouan Département de Mathématiqueshttps://elmerouani.jimdofree.com/calcul-des-probabilités)Probabilités 2023/2024 10 / 20



Complèments sur les fonctions caractéristiques :

Fonction génératrice des moments d’un vecteur aléatoire :

Proposition :
Soit X = (X1, · · · , Xn) un vecteur aléatoire de Rn admettant une
fonction génératrice des moements (une transformée de Laplace) sur un
ouvert O de Rn.
Les variables (Xj)j=1,··· ,n sont indépendantes si, et seulement si, pour
tout u = (u1, · · · , un) dans O, on a :

MX1,··· ,Xn(u1, · · · , un) =

n∏
i=1

MXi(ui).
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Fonction caractéristique d’un couple aléatoire

Fonction caractéristique d’un couple aléatoire (X, Y ) :

Soit (X,Y ) un couple de variables alétoires X et Y . On définit la
fonction caractéristique du couple aléatoire (X,Y ) par :

ϕ(u, v) = E(ei(uv+vy)) , ((u, v) ∈ R2)

On peut établir des théorèmes analogues aux théorèmes 1, 2, 3 et 4
précèdents.

Théorème 4’ :
Soit (X,Y ) un couple de v.a. réelles, dont la fonction caractéristique est
notée ϕ(u, v). Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1 X et Y sont indépendantes.
2 Pour tout (u, v) ∈ R2, on a : ϕ(u, v) = ϕ(u, 0)ϕ(0, v).
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire :

Définition :
La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X = (X1, · · · , Xn) à
valeurs dans Rn est la fonction définie par :

ϕX(u) = E
(
ei<u,X>

)
= E

(
ei

∑n
j=1 ujXj

)
;∀u = (u1, · · · , un) ∈ Rn

où <,> désigne le produit scalaire euclidien sur Rn (pour tout u ∈ Rn,
on a : < u,X >=

∑n
j=1 ujXj est une v.a.)

Prof. Mohamed El Merouani (Université Abdelmalek Essaâdi Faculté des Sciences de Tétouan Département de Mathématiqueshttps://elmerouani.jimdofree.com/calcul-des-probabilités)Probabilités 2023/2024 13 / 20



Complèments sur les fonctions caractéristiques : Exercices

Exercices :

Exercice 1 :
On dit qu’une v.a. réelle X, à valeurs dans [1,+∞[, suit la loi de Pareto
P(a, 1), avec a > 0, si elle admet une densité donnée par :

f(x) =
a

xa+1
I[1,+∞[(x)

1 Les moments E(Xn) existent-ils pour toutes les valeurs de n ≥ 1 ?
2 Pour quelles valeurs de t la fonction M(t) = E(etX) est-elle

définie ? La v.a. X admet-elle une fonction génératrice des
moments ? Admet-elle une fonction caractéristique ?
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Exercices :

Exercice 2 :
Soit (X,Y ) un couple de v.a. indépendantes, suivant chacune une loi
normale centrée réduite N (0, 1). Montrer que le produit XY admet une
fonction génératrice des moments donnée par :

M(u) =
1√

1− u2
(|u| < 1)

En déduire sa fonction caractéristique et puis sa densité de probabilité.
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 1 :

1) On a : E(Xn) =
∫∞
1 xnf(x)dx = a

∫∞
1

dx
x(a+1)−n

L’intégrale au dernier membre est convergente, si et seulement si
(a+ 1)− n > 1,
c’est-à-dire n<a, et dans ce cas elle vaut a

a−n .
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 1 :

2) M(t) = E(etX) =
∫∞
1 etxf(x)dx = a

∫∞
1

etx

xa+1dx.
Cette intégrale est définie, si et seulement si t ∈]−∞, 0].
Or ]−∞, 0] n’est pas un voisinage ouvert de t = 0 ;
la fonction M n’est donc pas une fonction génératrice des moments.
D’ailleurs, si elle en était une, la v.a. X admettrait des moments de
tous les ordres, ce qui, d’après 1), n’est pas le cas.
En revanche, X admet une fonction caractéristique tout comme toute
v.a.
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 2 :
Calculons la fonction génératrice des moments d’une v.a. X normale
centrée réduite N (0, 1) :

On a : fX(x) = 1√
2π
e−

x2

2 ,

d’où MX(t) = E(etX) = 1√
2π

∫
R e

txe−
x2

2 dx = 1√
2π

∫
R e
−x

2

2
+txdx

C’est une intégrale gaussienne ; il convient de mettre l’exposant de
l’intégrale sous la forme −v2

2 + c.
−x2

2 + tx = −1
2(x2 − 2tx) = −1

2 [(x− t)2 − t2]
= −1

2(x− t)2 + t2

2 = −v2

2 + t2

2 ,
pour v = x− t, et finalement

MX(t) = 1√
2π

∫
R e
−x

2

2
+txdx = 1√

2π

∫
R e

− v2

2+t2

2 dv

= e
x2

2
1√
2π

∫
R e
− v

2

2 dv = e
x2

2 .
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 2 :
On a
MXY (u) = E(euXY ) =

∫
R2 e

uxyf(x, y)dxdy =
∫
R2 e

uxyfX(x)fY (y)dxdy

=

∫
R
fX(x)

(∫
R
euxyfY (y)dy

)
dx

Mais
∫
R e

uxyfY (y)dy = E(euxy) = MY (ux) = e
u2x2

2 , donc

MXY (u) =
1√
2π

∫
R
e

−x2
2 e

u2x2

2 dx =
1√
2π

∫
R
e−

x2

2
(1−u2)dx

Posons σ2 = 1
1−u2 avec |u| < 1

MXY (u) =
σ√

2πσ2

∫
R
e

−x2
2σ2 dx = σ =

1√
1− u2

avec|u| < 1
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Complèments sur les fonctions caractéristiques : Complèments sur les fonctions caractéristiques

Corrigés des exercices :

Exercice 2 :
En remplaçant formellement u par it (t réel), on obtient la fonction
caractéristique de XY , soit ϕ(t) = 1√

1+t2
,

Mais, aussi, on peut calculer la fonction caractéristique de XY où
X  N (0, 1) et Y  N (0, 1), X et Y indépendantes, par un calcul
analogue à celui du calcul de la fonction génératrice des moments du
produit XY , vu avant.
sa densité est donnée par la formule d’inversion de Fourier

f(x) =
1

2π

∫
R
e−itxϕ(t)dt

=
1

π

∫ ∞
0

cos tx√
1 + t2

dt =
1

π
K0(x),

où K0(x) est la fonction de Bessel modifiée de genre 2.
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