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6) Applications des D.L : 

a) Recherche d’équivalent d’une fonction : 

Si l’on supprime dans les D.L le dernier terme (du type )()( nn
xoxx =ε ), on obtient un 

équivalant de la fonction concernée au voisinage de 0. 

Exemple : 

Cherchons un équivalent de f (x) = Log (1+x) au voisinage de 0. 

D’après de D.L de ( )xLogx +1a  On a :  

( ) ( )2
2

2
1 xo

x
xxLog +−=+  au voisinage de 0 ; ou encore : 

( ) ( )xx
x

xxLog ε+−=+ 2
2

2
1  avec ( ) 0lim

0

=ε
→

x
x

 

Alors  

( )xLog +1
0
~

2

2
x

x −  

En effet :  

( ) ( )

2

2

2

1
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2
2

2
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x

x
x
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−

ε+−
=

−
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( )
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2
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1

2

1
2

2

x

xx

x
x
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−

ε
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−

ε
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D’où                  

( )
1

2

1
2

0
lim =

−

+

→ x
x

xLog

x
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b) Calculs de limites : 

Les D.L servent à calculer certaines limites que l’on ne pourrait pas déterminer par les 

méthodes habituelles. 

Exemple : 

Calculez 

( )
2

0

1
lim

x

xxLog

x

−+

→

 

C’est une forme indéterminée )
0

0
(  

Alors on utilise les D.L au voisinage de 0, on a  

( )
2

3
32

2

)(
321

x

xxo
xx

x

x

xxLog
−








++−

=
−+

)(
3

1
2

xo
x

x
++−=

      (D.L, ordre 1, vers 0) 

Donc 
( )

2

1

32

1)1(
limlim

0
2

0

−=







++−=

+

→→

xo
x

x

xLog

xx
 

C) Etude de la continuité ou de la dérivabilité en un point : 

Exemple : 

Soit IRIRg →+
:           

1−x

xLogx
   si  { }1

* −∈ +IRx  

             ( ) =xgx a       0                 si  x = 0 

                                                        1                 si  x = 1   

Etudier la continuité et la dérivabilité de g au point 1  

Continuité : 

g est continue en un point 0x  si seulement si ( ) ( )0lim
0

xgxg
xx

=
→

 

On a :    g (1) = 1                       calculons   ( )xg
x

lim
1→

 

Cherchons, donc, le D.L de g au voisinage de 1  

Posons    u = x – 1  ou encore  x = u + 1  
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( )
( ) ( )

u

uLogu

x

xLogx
xg

++
=

−
=

11

1  

Lorsque x est voisinage de 1, u est voisinage de 0, on a :   

( ) ( )
( ) ( )

u

uo
u

uu

u

uLogu








+−+

=
++

2
2

2
1

11
 

        

( )

u

uou
u

u
22

2

2
++−

=
 

         

( )
( )uo

u

u

uo
u

u

++=

++

=
2

12

2
2

 au voisinage de 0. 

Revenons à x, 

( )
( )

( )1
2

1
1

1
−+

−
+=

−
= xo

x

x

xLogx
xg    au voisinage de 1. 

D’où  

( ) ( )11lim
1

gxg
x

==
→

            Par suite : g est continue en 1 

Dérivabilité : 

g est dérivable en un point 0x si seulement si  
( ) ( )

0

0

lim
0

xx

xgxg

xx −

−

→

 existe et on a :  

( )
( ) ( )

0

0
0 lim

0
xx

xgxg
xg

xx −

−
=′

→

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1

11
2

1
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1
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1

1
limlimlim

111 −

−−+
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+

=
−

−
=

−

−

→→→ x

xo
x

x
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x
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xxx

 

                                                      
( )1
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1
o+=
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Donc 

( ) ( )
limlim

11 1

1

→→

=
−

−

xx x

gxg ( )
2

1
1

2

1
=+ o

 

D’où g est dérivable en 1 et ( )
2

1
1 =′g . 

D) Etude des branches infinies :  

Exemple :  

Soit   ] [ ] [ IRf →+∞∪−∞− ;11;:  

                                                  ( )
1

1

+

−
=

x

x
xxfx a  

Montrons que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique (quand ±∞→x ) 

et précisons sa position relative par rapport à cette asymptote. 

Posons  
x

t
1

=
  ou encore  

t
x

1
=

 

( )
t

t

t

t

t

t
xxf

x
x

+

−
=

+

−

==
+
−

1

11

1
1

1
1

1
1
1

 

Lorsque x est voisin de ∞± ,  
x

t
1

=
 est voisin de 0, donc : 

     
( ) ( ) ( )( )2211

1

1

1
1

1

1
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t
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t
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+
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−
 

                                                                                  D.L ordre 2 de 
t+1

1
 

                   
( )222

1
1

totttt
t

++−+−=
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t
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t
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t

t
+=++−+=++−=

+
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1
221

1
221

1

1

11 2222
 

                                                         (u voisin de 0 pour t voisin de 0) 
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( )
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D.L  de u+1     à l’ordre 2 au voisinage de 0 
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1 22

  au voisinage de 0. 

Revenons à x, 

( ) ( )to
t

tt

t

tx

x
xxf ++−=

+

−
=

+

−
=

2
1

1

1

11

1

1
 









++−=

x
o

x
x

1

2

1
1  (t voisin de 0 ; x voisin de ∞± )  

Ainsi :         
( ) 








++−=

x
o

x
xxf

1

2

1
1

 au voisinage  de ∞±  

Par suite :                                                     

                                                                  ∞++
vers0        

( ) ( ) =







+=−−

+∞→+∞→ x
o

x
xxf

xx

1

2

1
1 limlim      ∞−−

vers0  

Conclusion : 

La courbe représentative de f admet la droite d’équation 1−= xy comme asymptote 

oblique vers ∞± .  

Cette courbe est au-dessus de son asymptote vers ∞+ et elle est au-dessous de son 

asymptote vers ∞− . 
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