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1. Espaces vectoriels et systèmes linéaires :  
a. Espaces vectoriels. Sous espaces vectoriels . 
b. Independence linéaire. Base et dimension, Combinaison linéaire,  Somme directe. 

Coordonnés. 
c. Résolution des systèmes linéaires. 

 
 

2. Application linéaire :  
a. Type de matrice important. Rang, déterminant, matrice inverse. 
b. Application linéaire. Application linéaire et indépendance linéaire. 
c. Isomorphismes et coordonnés. Représentation matricielle d’une application linéaire, 

changement de base. 
 
 

3. Espace muni d’un produit scalaire  
a. Produit scalaire, Norme, Orthogonalité. 
b. Projection orthogonal.  
c. Base orthonormale, Méthode de Gram Schmidt changement de base orthonormales.  
d. Diagonalisation orthogonal. Matrice symétrique. 
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Chapitre 1 :                    Espace vectoriels et systèmes linéaires. 

 

I   Espaces vectoriels.  Sous espaces vectoriels  

A) Espace vectoriel 
 

1 –Définition  

Soit V un ensemble muni de deux lois : +, .  

1) Loi interne + :  ,, Vwv ∈∀ on a  ,Vwv ∈+   

2) Loi externe. :    ,, ℜ∈∀∈∀ kVv on a  ,. Vvk ∈  

Exemple  

;2ℜ=V     ( ) }{ ℜ∈=ℜ×ℜ=ℜ yxyx ,:,²  

V  est un espace vectoriel muni des lois ,+ . 

:+   ( ) ( ) ( )wyzxwzyx ++=+ ,,,  

.  :       ( ) ( )ykxkyxk .,.,. =  

De plus, l’espace vectoriel vérifie une série de propriétés. 

3) uvvu +=+     Vvu ∈∀ ,  

4) ;0 V∈∃      uuu =+=+ 00              Vu∈∀ . 

5) ,Vu∈∀   Vw∈∃ (on la note aussi u− ),      tel que  0=+ wu  

6) ( ) ( );wvuwvu ++=++                       Vwvu ∈∀ ,,  

7) ( ) ( )vbavba ... =∗                                  Vvba ∈ℜ∈∀ ;,  

8) ( ) vauavua ... +=+                                 ℜ∈∀a  ,  Vvu ∈,  

9) ubuauba ..).( +=+                              ,; ℜ∈∀ ba   Vu∈  

10) uu =.1                                          Vu∈∀  
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Exemple : 

I.    ( ),.,2 + ′ℜ  munis des lois interne et externe définis a continuation, est‐il un 

espace vectoriel ?  

:+′    ( ) ( ) ( )wyzxwzyx +−=+′ ,,,  

.  :       ( ) ( )ayaxyxa ,,. =  

‐ Vérifiez les autres propriétés. 
  

II. On définit l’ensemble  

}
⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dcba

dc
ba

M ,,,:2 . 

On vérifie que   ( ),.,2 +M  est un espace vectoriel. 

1) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

hdgc
fbea

hg
fe

dc
ba

:  

2) .   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dkck
bkak

dc
ba

k
..
..

:  

‐ Vérifions les autres propriétés : 

3) ?uvvu +=+  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

dc
ba

hg
fe

dhcg
bfae

hdgc
fbea

hg
fe

dc
ba

 

4) Existe t – il l’élément neutre ( 0?∃ ) tel que    00 +=+ uu  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

00
00

dc
ba

dc
ba

 

 

5) 0)( =−+ uu  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

dc
ba

dc
ba

 

 

6) )()( wvuwvu ++=++  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++
++++

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

lhdkgc
jfbiea

lhkg
jbie

dc
ba

lj
ji

hdgc
fbea

 

7) )..().( vbavba =×  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××
××

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

)..()..(
)..()..(

).().(
).().(

11

11

11

11

11

11

dbacba
bbaaba

dbacba
bbaaba

dc
ba

ba  

                                     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11

11

..
..

.
dbcb
bbab

a  

 

8) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
hg
fe

a
dc
ba

a
hg
fe

dc
ba

a ...  

 

9) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

11

11

11

11

11

11 ...
dc
ba

b
dc
ba

a
dc
ba

ba  

 

10)      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

dc
ba

.1  

Exercice :  

On considère l’ensemble  }ℜ∈
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′ dcb

dc
b

M ,,:
1

2  et on définit la loi interne 

par   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

hdcg
bf

hg
f

dc
b 211

:  
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Vérifiez que  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +′ ,.,2M  est un espace vectoriel 

B) Sous espaces vectoriels  
 

Définition  

Soit V un espace vectoriel.  W Un ensemble inclus dans E ( VW ⊂ ). 

W est un sous espace vectoriel  de V  si seulement si :  

WvaWva
WvuWvu
∈∈ℜ∈∀

∈+∈∀
.,,

,,
 

Remarque  

Les propriétés  3‐10 sont satisfaites du fait que  VW ⊆  

Exemple :   uvvu +=+  car  ., VWvu ⊂∈  

Exemple  

1) ,2ℜ=V   } ){ .:1; ℜ∈= xxW  

W est un sous espace vectoriel.  
 

2) ,2ℜ=V     ( ){ }ℜ∈= xxW :1,  

( ) ( ) ( ) Wyxyx ∉+=+ 2,1,1,   W n’est pas un sous espace vectoriel.  

 

3) }
⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= cba

cb
a

M ,,:
0

   

Vérifiez que  ( ),.,+M  est un sous espace vectoriel  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

gcfb
ea

gf
e

cb
a 000

:  

.     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cb aa

a
cb

a
a

00
:

2
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II   Independence linéaire. Base et dimension  
 

A) Combinaison linéaire  
Définition  

Soient     Vuuu n ∈,......,, 21      et      ℜ∈naaa ,......,, 21 . 

On appelle  nnuauauav ,......,, 2211=  combinaison linéaire de nuuu ,......,, 21 . 

 
Exemple 1 :  

 

Le vecteur  ( )4,2,1 Est‐il une combinaison linéaire de  ( )1,1,1  et  ( )3,1,0  ? 

On doit trouver   ℜ∈21, aa tel que :  

( ) ( ) ( )3,1,01,1,14,2,1 21 aa += . 

C.‐à‐d. :     ( ) ( ) ( )4,2,13,,0,, 22111 =+ aaaaa  

 
⎩
⎨
⎧

=⇒=+
=

⇒
12

1

221

1

aaa
a

 

 

Exemple 2 : 

Le vecteur  ( )4,2,1 Est‐il une combinaison linéaire de  ( )1,1,0 et  ( )3,1,0  ? 

Non,  En effet supposons le contraire, c.à.d. que  ( ) ( ) ( )3,1,01,1,04,2,1 21 aa +=  et par 

suite on a  00.0.1 21 =+= aa  (absurde). 

B) Independence linéaire  

Définition  

o Les vecteurs   Vuuu n ∈,......,, 21 sont linéairement indépendants si 

seulement si :  

[ ]0..........0........ 212211 ====⇒=+++ nnn aaauauaua  
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o Les vecteurs  Vuuu n ∈,......,, 21  sont linéairement dépendants s’ils existent  

ℜ∈naaa ,......,, 21 non tous nul (au moins un scalaire différent de zéro), 

tel que :  0,......,, 2211 =nnuauaua  

 

Exemple :  

1) ( )1,1  est  ( )0,1  sont‐ils linéairement indépendant. ? 

( ) ( ) ( ) 0
0

0
0,00,11,1 2

1

21
21 =⇒

⎩
⎨
⎧

=
=+

⇒=+ a
a

aa
aa  

Et par suite ( ) ( )0,0, 21 =aa . 

 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) 03,2403,21,00,4 3231321 =++⇒=++ aaaaaaa  

           ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=−=⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=+

⇒
32

331

32

31

3
2
1

4
2

03
024

aa

aaa
aa
aa

                    

3
1

2

2

1

3

−=
−=

=

a
a
a

 

 

Ainsi, on a trouvé  ( ) ( )2,3,1,, 321 −−=aaa tel que  

( ) ( ) ( ) 03,21,00,4 321 =++ aaa  

Donc   ( ) ( ) ( )3,2,1,0,0,4  sont linéairement dépendant. 

C) Système générateur. 

Définition  

On dit que   }{ nuuu ,,...., 21 est un système générateur de   V , si pour tout 

élément   Vv∈ on a   ,...2211 nnuuuv ααα +++=  avec ℜ∈nααα ,......, 21 . 
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Exemple :  

1) ( ) ( )1,0)0,1(, yxyx +=  Donc  ( ) ( )}{ 1,0;0,1 est un système 

générateur. 
 

2) ( ){ ( ) ( ) }1,1,1,0,0,1  est un système générateur de  ²ℜ  car 

 

( ) ( ) ( ) ( )1,11,00,1, zyxyx ++=  

 

3) ( ){ }0,1  n’est pas un système générateur.  

 

D) Base.  
 
Définition :  
Une base est un système générateur linéairement indépendant. 
 
Théorème :  
Tout espace vectoriel admet une base. 
 

E) Dimension  
 
Définition : 
La dimension de l’espace vectoriel V est le nombre de vecteurs que contient 
une base. 
 
Exemple :  

On considère l’espace vectoriel
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dcba

dc
ba

M ,,,,2 . 

o ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

01
00

00
10

00
01

dcba
de
ba

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
00

,
01
00

,
00
10

,
00
01

   est un système générateur de  2M . 
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o ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

10
00

01
00

00
10

00
01

tzyx  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

⇒

0
0
0
0

t
z
y
x

 

Donc  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

;
01
00

;
00
10

;
00
01

sont linéairement indépendants. 

Finalement, 
⎭
⎬
⎫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

;
01
00

;
00
10

;
00
01

 alors  est une base de 2M ,  et on 

a dim( 2M )=4. 

Définition  

Soit  { }321 ,...., uuuB =    une base de V. donc  Vv∈∀ tel on a 

nnuxuxuxv +++= .....2211 . 

nxxx ,...., 21  s’appellent les coordonnés du vecteur  v  dans la base B. 

Exemple :  

On considère le système  ( ){ ( )}1,1,1,1 − . On a  ( ) ( ) ( )1,11,1, −+= bayx , et par suite  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

⇒
−=
+=

⇒
=−
=+

2

2
2
2

yxb

yxa

yxb
yxa

yba
xba

 

Ainsi,   ( ) ( ) ( )1,1
2

1,1
2

, −
−

+
+

=
yxyxyx .  

Conclusion :  

( ) ( ){ }1,1,1,1 −  est un système générateur. 
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On suppose que ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

==⇒
=−
=+

⇒=−+ 0
0
0

0,01,11,1 ba
ba
ba

ba . 

Par suite  ( ) ( )1,1,1,1 −  sont linéairement indépendants. 

Finalement,    ( ) ( ){ }1,1,1,1 − est une base de
2ℜ . 

Exemple :  

Considérons   }
⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dcba

dc
ba

M ,,,:4  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

01
00

00
10

00
01

dcba
dc
ba

.  

Les coordonnés de  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

dans la base 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

,
01
00

,
00
10

,
00
01  

sont    ( )dcba ,,, . 

Remarque : 

Tout espace vectoriel de dimension n est « équivalent » à nℜ . 

Exemple 1 : 

Dim  .22 =ℜ  

Soit V un espace vectoriel de dimension n, donc il admet une base 

{ }nuuuB ,....., 21= . Donc 

,Vv∈∀ nnuxuxuxv +++= ....2211 . 

On considère 
nℜ et y un vecteur nx ℜ∈ . 

( ) ( ) ( )1,.....,0,0.....0,....1,00,....,0,1 21 nxxxx +++=  

( )nxxx ,.....,, 21= . 
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Donc on peut identifier V  avec nℜ . 

Exemple 2 : 

o 2MV =  ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
00

01
00

00
10

00
01

dcba
dc
ba

v  

o 
4ℜ∈x    

( ) ( ) ( ) ( )1,0,0,00,1,0,00,0,1,00,0,0,1),,,( dcbadcbax +++==  

        

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

v
22
22

2   

2 x = 2(a, b, c, d)= (2a, 2b, 2c, 2d) ⇔ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

v
22
22

2  

Définition : 

Soient   21, ww  deux sous espaces vectoriels de V. la somme directe : 

{ }22112121 ;/: wvwvVVvVvww ∈∈+=∈=⊕  

Exemple :  

3ℜ=V  

( ){ };0,0, 3
1 ℜ∈= xw                     ( ){ };,0,0 3

2 ℜ∈= zw  

21 ww ⊕  Plan XZ =  ( ){ }ℜ∈ℜ∈ zxzx ,;,0, 3
. 

Remarque : 

2121 wwww ∪≠⊕  

Définition : 
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On considère un ensemble des vecteurs{ } Vuuu n ⊂,...., 21 . On appelle le 

rang de { }nuuu ,...., 21  au nombre maximal de vecteurs indépendants 

dans{ }nuuu ,...., 21 . 

Exemple :  

( ) ( ) ( ){ } 21,1,1,0,0,1 ℜ=⊂ V  

o (1,0), (0,1) sont deux vecteurs indépendants  

o (1,0), (0,1), (1,1) sont dépendants.  

Rang ( ) ( ) ( ){ } 21,1,1,0,0,1 =  

Exemple : 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

12
22

,
01
11

,
10
10

,
10
01

S  

On peut vérifier que rang(S)=3. 

Remarque :  

Rang { }≤nuu ,.........1 Dim V. 

Définition : 

Soit mnMA ,∈ . On appelle le rang de A égale au nombre maximal de ligne ou 

colonne linéairement indépendant. (Les lignes sont vues comme n‐vecteurs de
nℜ ) 

et (Les colonnes sont vues comme m‐vecteurs de
mℜ ). 

Exemple :  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

11
10
01

A      

 3 vecteur de 
3ℜ  ; 2 vecteur de 

2ℜ  

Rang  ≤A min { } 2, =mn  



 
14 

Rang (A)=2 

2‐    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

00
00
01

A               Rang (A)=1. 

3‐  METHODE DE GAUSS : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−×+−
−×+−
−−

=≈≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=

1

122

1

22

1

1

uu
uu

u
A

u
u
u

A

nnn α
α  ,  

( ) ( )21 ARgARg =  

 

C) Résolution des systèmes linéaires.  
 

Un système de n‐équations et m‐variables inconnues, est un ensemble des équations 
de la forme  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

nmnmnn

mnm

mnm

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

..........
.................................................

..........

..........

2211

2222121

1212111

 

ℜ∈ija sont les coefficients du système  linéaire,   ix sont les inconnues et les  ib sont 

les termes indépendants. 

Résoudre le système, c’est trouver les valeurs de   mxxx ,....., 21  vérifiant les 

équations antérieurs. 

Les systèmes sont classifiés de la manière suivante : 

‐ Système incompatible : s’il n’admet pas de solution. 

‐ Systèmes compatible : s’il admet au moins une solution.  
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 Compatible déterminé : s’il admet un nombre fini de solution. 

 Compatible indéterminé : s’il admet un nombre infini de solution.  

 

Exprimons le système sous sa forme matricielle: 

Le système antérieur peut être écrit sous la forme matricielle suivante : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nmnn

m

m

aaa

aaa
aaa

.......

.......
......

21

22221

11211

MMMM
BXA

b

b
b

x

x
x

nm

==

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= .2

1

2

1

MM  

A est dite matrice du système  ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

n

ij

b
a

b
BA M

1

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnmnn

m

m

b

b
b

aaa

aaa
aaa

MMMMM
2

1

21

22221

11211

.......

.......
......

 

Théorème de Rouche‐Frobenius :  

Le système AX=B est compatible ⇔   ( ) ( )BARgARg =  

De plus si le système est compatible, et soient ( ) ( )BARgARgr == ,  m  le 

nombre de variable inconnues, alors  

1‐ Si   r=m ⇒ le système est compatible et déterminé. 

2‐ Si   r <m ⇒ le système est compatible et indéterminé,  c.‐à‐d. qu’il admet un 
nombre infini de solutions dépendant de (m‐r) paramètres. 

Méthode de Gauss : 

Si dans un système des équations linéaire,  

‐ On inter change l’ordre des équations,  

‐ On multiplie une équation par un scalaire non‐nul, 
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‐ On ajoute à une équation une combinaison linéaire des équations restante ; 
alors on obtient un système équivalent au système initial (les deux systèmes 
ont les mêmes solutions). Sur ces propriétés se base la méthode de Gauss.  

Exemple 1:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−−
=++

5
6

3

2
3

1

3
3

1

0
0
1

2
0
3

1
1

1

2
1

1

1
2
1

22
02

3

zyx
zyx

zyx

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−≈

1
6

3

10
330

111

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=−−

=++
→

1
1
1

1
633

3

z
y
x

z
zy
zyx

 

 

Exemple 2 : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
−

+

−
−

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
−

−
−
−

−

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=−+

=−
=++

4
1

1
1

3
1

2
1

0
0
1

1

0
0
0
1

2
1

1
1

1
3
2

1

2
4
1

1

0
0
0
1

3
322

0
1

aaazyx
zyx

zx
zyx

 

     

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−

−−
−

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

a1
1

1
1

0
1

2
1

0
0
1
1

0
0
0
1

 

i) Si       a=1  ( ( ) ( ) 3=== BARgARgr ) le système admet une seule 

solution.  

ii) Si      
⎩
⎨
⎧

→
=
=

≠
4)(
3)(

1
Brg
Arg

a  le système est incompatible et il 

n’admet pas de solution.  
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Chapitre 2                                 Application linéaire 

 

I‐ Type de matrice  
 
 

•                                    :   matrice triangulaire supérieure. 
 
 

•                                    :   matrice triangulaire inférieure. 
 

•     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

                 :   matrice identité.  

• Si   :TAA =    A est symétrique.  Exemple : A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32
21
. 

• Si  :TAA −= A est antisymétrique. Exemple : A=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 01

10
 

• Si   IAA T :*  : A orthogonal. Exemple :  A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
11
11

2
1  

• A est une matrice nilpotente d’indice n  si   0≠A  , 02 ≠A ,……, 01 ≠−nA ,  0=nA . 

Exemple  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
10

A  

• Rang de A : 
Rang(A) :  le nombre maximal de ligne ou colonnes linéairement indépendants. 

• Déterminant : 
Pour calculer le déterminant, 

12211211
2221

1211det aaaa
aa
aa

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→  

Règlement de Sarrus :  

322311312312322113332211

333231

232221

131211

det aaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
 

Développer selon une ligne ou une colonne. 
En utilisant la règle de Gauss 
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Propriété 1  
Si deux lignes ou colonnes sont égaux ou proportionnels donc det(A)=0. 
 
Propriété 2. 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +

nnn U

U
U

U

U
U

U

U
UU

.

.det
.
.det

.

.det
22

1

2

1

 
 
Exemples : 

a) 1
21
53

det
21
32

det
21
21

det =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

 

b) 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn U

UU
U

U

U
U

.

.det
.
.det

12

1

2

1

α
 

 
 

Proposition 3.  
 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
detdet Produit des éléments de la diagonal.  

 
Exemple : 

( )( ) .4
5
4.3.1

3
600
530

321

220
530

321

101
112
321

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
 

 
Si   ;, nnMA ∈  

• 0)det()( ≠⇔= AnARg  

• 0)det()( =⇔〈 AnARg . 
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II‐ Application linéaire  

 
 
 
Aaaa                                        f 
 
 
Définition :  
 
Soient V et W deux espaces vectoriels. L’application  

)(
:

wfwv
WVf
=→

→
      est une application linéaire si :  

⎩
⎨
⎧

∈∀
ℜ∈∀

,,
,

21 Vvv
α

   
( )
( ) )()(

)(..

2121 vfvfvvf
vfvf

+=+
= αα

    

 
Exemple : 

,2ℜ=V                         3ℜ=W  

 
            :f  

32 ℜ→ℜ  
                   ( ) ( ) ),(,,, yxfyxxyyx =+→  
 
f est une application linéaire.  
En effet,  
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxfyxxyyxxyyxfyxf ,,,,,,, ααααααααα =+=+==  

( ) ( )( ) ( ) ( )wyzxzuwywyzxfwzyxf ++++=++=+ ,,,,,,  
                          ( ) ( ) ( ) ( )wzfyxfwzwzyxxy ,,,,,, +=+++=  

 
Exemple 2 : 

,2ℜ=V                          3ℜ=W  

      :g        ( ) ( ) ),(,,,

32

yxfyxyxyx =→
ℜ→ℜ

 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )axayaxyxyxyayxafaxayxyaayaxf ,,,,,,,, 2 ==≠=  

              g n’est pas une application linéaire . 

          v        f(v) 
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Définition (Kerf) 

Définition  

( ){ }0: =Ker(f) =∈ vfVv                                                                                    

V                                                                                                        W 

 

 

 

Définition  

( ){ }wvfVvWwf =∈∃∈= ;,)Im(  

Proposition  

Ker(f) est un sous espace vectoriel de W. 

Démonstration 

Si  ?).()( fKeravfKerv ∈⇒∈  

( ) ( ) 0.0.0)()( =⇒=⇒=⇒∈ vafvfavffKerv  
 

Si  1v et  2v ?).()( 21 fKervvfKer ∈+⇒∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00, 21212121 =+=+⇒==⇒∈ vvfvfvfvfvfKerfvv  
)(21 fKervv ∈+⇒  

 

Exemple  

:f
( ) ( )xzzyyxzyx −++→

ℜ→ℜ
,,,,

23

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0,0,0,,:,,ker 3 =−++ℜ∈= xzzyyxzyxf  



 
21 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+

xz
xy

x

xz
zy
yx

0
0
0

     

( ) ( ) ( ){ }ℜ∈−=−= xxxxxfKer ;1,1,1,, .                1)( =KerfDim  

Exemple  

:f
( ) ( )0,,,

23

yxzyx +→
ℜ→ℜ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }ℜ∈+=ℜ∈= zyxyxvuvuf ,,/0,,:,Im 2
  

             ( ){ }ℜ∈= uu :0,  

Proposition  

:f WV → est une application linéaire  

( ) 00 =⇒ f  

Démonstration  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0000 =⇒+=+= ffvfvfvf   

Proposition  

Si  ( )1vf et  ( )2vf sont linéairement indépendants  

1v⇒ et  2v sont linéairement indépendants.  

                                                                                                                                  W                             

V                                                   F  

 

 

Démonstration  

Si  1V et  2V sont linéairement dépendantes  21 VV α=⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121210 VfVfVfVfVVf ααα =⇒−=−=  

1v                     

2v  

   ( )1vf  

         ( )2vf  
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Remarque 1 

21,vv    linéairement indépendants                        ( )1vf  Et  ( )2vf sont linéairement 

indépendants  

Exemple : 

:f
( ) ( )zyxzyx +→

ℜ→ℜ
,0,,

23

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
1
et 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
0
sont linéairement indépendants. Cependant,   

( ) ( )
( ) ( )2,00,1,0

1,00,0,1
=
=

f
f

  sont linéairement dépendants.  

 

Remarque 2  

( )1vf  Et  ( )2vf  sont linéairement dépendants                       1v Et  2v sont linéairement 

dépendantes  

Définition : Application injective  

 

       V                                                  F                                                              W 

 

 

Définition  (Application Injective) 

     WVf →:  est une application injective si seulement si  ( ) ( ) vuvfuf =⇒=  

 

Définition (Application Surjective)  

WVf →: Est une application surjective ⇔ ( ) wvfVvWw =∈∃∈∀ :,  
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Définition (Application Bijective) 

WVf →:  Est bijective ⇔ f est injective et surjective  

Exemple 1 : 

( ) ( )zyxzyx +→
ℜ→ℜ

,0,,

23

            f n’est pas injective  

( ) ( )
( ) ( )1,00,0,1

1,01,0,1
=
=

f
f

 

Exemple 2 : 

:f ( ) ( )yxyx −−→
ℜ→ℜ

,,

32

   f est une application bijective.
 

Théorème :  

F est une application injective  ( ) { }0=⇔ fKer  

Lemme 1 :  

 

                               V                                                                                         W                                

  

 

Si  nDimV =  et   nuuu ,,........., 21 sont linéairement indépendants.  { }nuuu ,...., 21⇒  est une 

base de V. 

Lemme 2 : 

Si  UVf →: est surjective et { }nuuu ,...., 21 est une base de  ( ) ( ) ( ){ }nufufufV ,...., 21⇒ est 

une base de V. 
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Définition Si  UVf →: est une application linéaire bijective, donc elle est dite 

isomorphisme. 

Isomorphisme et coordonnées : 

Soit  WVf →:  est une application linéaire  

          V                                                                                          W 

                             

 

 

*  Soit  { }nv vvvB ,......., 21≡ une base de V. 

nn vxvxvxvVv .......2211 ++=⇒∈  

( ) ( ) ( ) ( )nnnn vfxvfxvxvxvxfvf ++=++= ................ 112211  

 

*  Soit  { }nw wwwB ,......., 21≡   une base de W, donc on exprime  )( ivf  dans   wB  : 

( )

( ) mmnnn

mm

wawawavf

wawawavf

+++=

+++=

.............

............

22211

12211111

M

.

 

( ) ( ) ( ) ( )nnnn vfxvfxvxvxvxfvf ++=++= ................ 112211

( ) ( )mnmnnmm wawaxwawawax ++++++= ........... 1112211111  

( ) ( ) mnmnmmmm wxaxaxawxaxaxa +++++++= .................. 221111221111  

mm wywywy +++= ..........2211 . 

On rappelle que :  

nxx ..,.........1 sont les coordonnés de V en  vB  et  nyy ..,.........1 sont les 

coordonnés de  ( )vf en  wB . 

nv

v
M

1

 
( )

( )nvf

vf
M

1
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Expression matricielle 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4

3

2

1

21

22221

11211

2

1

*

x
x
x
x

aaa

aaa
aaa

y

y
y

mnmm

n

n

m K

MMMM

K

K

M
 

Coord. de                                                            Coord. de v en  vB                                            

f(v) En  wB  

⇒= AXY    A : matrice associée à f sur les bases  wB et  vB  

                                   Fixer  wB  Et  vB  

Définir  ⇔f         

                                  et donner A. 

 

Exemple :  

:f ( ) ( ) ( )zyyxzyxfzyx ++=→
ℜ→ℜ

,,,,,

23

 

vB  : Base canonique de  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=ℜ

1
0
0

,
0
1
0

,
0
0
1

:3
vB  

wB   : Base canonique de  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ℜ

1
0

,
0
1

:2
wB

.

 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )1,01,0,0

1,10,1,0
0,10,0,1

=
=
=

f
f
f

                              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

110
011

A  
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Vérification :  

( ) ( )2,21,1,1 =f  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1
1
1

.
110
011

2
2

.
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Chapitre 3                                                       Espace Vectoriel  et Produit Scalaire 

 

3.1. Produit scalaire, Norme, Orthogonalité  

Nous considérons un espace vectoriel ( )•+,,V , et on rappelle le produit scalaire *   
définit par :  

Définition :  

               ∗    ( ) wvwv
VV

∗→
ℜ→×

,    

Tel que :  

i) uwwu ∗=∗  
ii) ( ) )()( wvuvwuv ∗+∗=+∗  

iii) 00 =⇔=∗ vvv  
iv) ( ) ( )wvwv ∗•=•∗ λλ  

Exemple : 

1) ℜ→ℜ×ℜ 33  

( ) ( )

( ) ℜ∈++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∗→

ℜ∈=ℜ∈=

czbyax
c
b
a

zyxwvwv

etcbawzyxvSoient

.,,),(

,,;,, 33

 

2) ℜ→ℜ×ℜ 22  

( ) ( ) ( ) ( ) byax
b
a

yxvu
b
a

yxvuvubayx t +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∗→= .

10
01

.,.,),(),,,(  

 
3) ℜ→ℜ×ℜ 22  

( ) ( ) ( ) byaybyax
b
a

yxvubayx 4222.
42
22

,),,,( +++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∗→  

Vérifier que c’est un produit scalaire !! 
En effet, 
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iii)          
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

=⇒==⇒=+
=

⇒=++=

++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∗

0,0002
0

02

442.
42
22

,

22

22

uyxyx
x

xyx

yxyx
y
x

yxuu
 

 

Remarque :  

• La norme  ( ) tvvzyxzyxv ⋅=++== 222,, est appellé norme euclidienne de 

v. 

Définition  

Dans un espace vectoriel ( )•+,,V , on introduit  

:.
Tvvvv

V

.=→

ℜ→ +

 

Cette opération est appelée la norme de v. 

Proposition  

i) :00 vvv →=⇔= longueur 

ii) vv ×= || λλ   

iii) wvwv +≤+  

                            u 

                         α           v                                                                ( )
vu
vu T

.
cos ∗

=α  

Remarque :  

u et v sont deux vecteurs orthogonaux  si seulement si : 

( ) 020cos =∗⇒=⇔= Tvuπαα  

Exemple :  

1) (produit scalaire euclidien) 
( );0,1=u    ( )2,0=v  
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( ) 0
2
0

.0,1. =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==∗ vuvu T  

2) (autre produit scalaire)  
( );1,1−=u   ( )0,1=v  

( ) ( ) 0
2
2

1,1
0
1

42
22

.1,1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∗ vu  

u et v sont deux vecteurs orthogonaux par rapport à ce produit scalaire, mais 
pas par rapport au produit scalaire euclidien. 
 

3) nℜ     ;.vuvu T=∗    uuu T=  

 
Définition :  
Une base orthogonale { }nuuu ,....., 21  de 

nℜ est une base où  0=∗ ji uu      ji ≠∀ . 

 
Exemple  
( ) ( ){ }3,0;0,2 Est une base orthogonale dans  2ℜ  

 
Définition  
Une base ortho normale { }nuuu ,....., 21 de  ,nℜ est une base orthogonale, de plus 

1=iu   .,...,1 ni =∀  

 
Exemple :  

La base canonique de  .nℜ  
 
4.2 Projection Orthogonale.  
 
1) Projection d’un vecteur sur une droite  

 
                                   u 
 
                                                                                                               
 
                     ( )uPv                      v    
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( ) ( )

vu
vu

u
uP T

v

×
==

.cos α  

( )
v
vuuP

T

v
.

=  

( )
v
v

v
vuuP

T

v •=
.  

( ) v
v
vuuP

T

v •= 2

.  

Exemple :  

( )
( )0,3

2,2
=
=

v
u

                                 ( )
( )

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
•

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
0
3

0
3

0,3

0
3

.2,2

2uPv  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
9

4
0
6

9
6

2  

B)Projection d’un vecteur sur un plan  

Soient { }21 , vv  une base orthogonale du plan π  

 

                                                                                                            ( ) 12
1

1
1 v

v
vuuP

t

•=
 : Projection sur v1

 

                                                                                                             ( ) 22
2

2
2 v

v
vuuP

t

•=
: Projection sur v2

 

 

( ) 2
2

2
12

1

1
21 )()( v

v
vuv

v
vuuPuPuP

tt

+=+=π  

Exemple :  

 

          u              v2 

v1                 πP  
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                              Z 

                                                          u=(1,1,2) 

                                                                                              v1= (1,0, 0)     v2= (0, 1,0) 

                        V1                    v2                Y          

  

         X 

 

( ) ( ) ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
1

0
1
0

1
0
0
1

1

0
1
0

0
1
0

.2,1,1
1
0
1

.
1
0
1

2,2,1uPπ

 

 

3.2 Projection d’un vecteur sur un HIPER PLAN de 
nℜ  

On prend une base othonormal { }mvvv ,...., 21  de l’hiperlan H  ( )nm ≤  de 
nℜ et nu ℜ∈ . 

Donc la projection de u sur H est :  

( ) ( ) ( ) ( ) m
T

m
TT

H vvuvvuvvuuP •++•+•= ........... 2211  

On prend  ( )nxxxu ....., 21= et  ( )nyyyv ....., 21= avec  1=v   
 

( ) =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

•

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++=•=

nn

n
T

v

y

y
y

y

y
y

xxvvuuP
MM

L 2

1

2

1

1).()(  
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{

uvv

x

x
x

yyyyy

yyyyy
yyyyy

yyxyxyx

yyxyxyx
yyxyxyx

T

u

n

P

nnn

n

n

nnn

nn

nn

).(

)(

)(
)(

2

1

2
21

2
2

212

121
2

1

2211

22211

12211

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

=
M

4444 34444 21
L

M

L

L

L

M

L

L

 

Définition :  

t
v vvP .=  est une matrice de projection sur v (v est un vecteur uniatire). 

 

Propriétés : 

{ .....)..().(.
1

v
TTTTTT

v
T

v PvvvvvvvvvvPP ====
=

    

..).(. v
TTTT

v PvvvvP ==  

 

Définition :  

Toute matrice  P  qui vérifie  ⎩
⎨
⎧

=
=

PP
PP T

2     s’appelle matrice de projection. 

 

En générale, si on a une base { }mvvv ,,, 21 L  d’un sous espace vectoriel de 
nR  

( )mvvvV ,,, 21 L=  avec  mvvv === L21  et  jivv t
ji ≠∀= ,0.  c.a.d. que { }mvvv ,,, 21 L  est 

une base orthonormale de V , alors la matrice  

m
T

m
TT vvvvvv ... 2211 +++ L  

est une matrice de projection, et projete sur l’espace vectoriel  ( )mvvvV ,,, 21 L= . 

Exemple :  

1.‐   .1);
2

1,
2

1( == vv  

La matrice de projection sur v ou sur la droite  ( ){ }Rxxx ∈/,  est 
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.
2/1
2/1

0
1

2
1

2
1

2
1

2
1

)(

2
1

2
1

2
1

2
1

)
2

1,
2

1.(
2/1
2/1.

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

uP

vvP

v

T

 

2.‐ On considère l’espace vectoriel  3R   et soit { } ( ) ( ){ }0.1.0,0.0.1, 21 =vv une base 

orthonormale du plan ( )21 ,vv=Π . 

( ) ( )

.
0
1
1

2
1
1

000
010
001

)(

000
010
001

000
010
000

000
000
001

010
0
1
0

001
0
0
1

.. 2211

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=+=

Π

Π

uP

vvvvP TT

 

 
Définition :  

La meilleure approximation d’un vecteur   nRu∈ a un sous espace vectoriel
nRS ⊂ , est 

la projection de u  sur   S  :  )(uPS  ; c.a.d. si { }mvvv ,,, 21 L  est une base orthonormale de 
S , alors 

                       m
T

m
TT

S vvvvvvP ... 2211 +++= L  

 

3.3 Bases orthonormales : Méthode de Gram‐Schmidt 

Théorème :  

De toute base  { }nuuuB ,,, 21 L=  de 
nR , on peut obtenir une autre base 

{ }nvvvB ,,,' 21 L= orthonormale. 

Démonstration : 

{ } { } { }nnn vvvwwwuuu
BB

,,,,,,,,,
'

212121 LLL →→
→→→
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1. .
1

1
1111 w

wvuwu =→=→  

2. .)(,
2

2
222221 1 w

wvuPuwuv v =→−=→  

2

2112
2

).(
w

uvvuv
T−

= . 

3. .)(,,
3

3
3333321 w

wvuPuwuvv =→−=→ Π  

M

3

3223113
3

)().(
w

uvvuvvuv
TT −−

=
 

 

m).   

.

)()()(

,,,,

112211

121

m

m
m

mm
T
mm

T
m

T
mm

mm

w
wv

uvvuvvuvvuw

uvvv

=

−−−=

→

−−

−

L

L

 

Exemple :  

)2,1(;);1,1( 21 == uu  

{ } { } { }212121 ,,,
'
vvwwuu

BB
→→
→→→

 

).1,1(
2

1)1,1(
11

1;);1,1(
2221 =

+
== vw  
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( ) .
2/1
2/1

3
3

2
1

2
1

2
1

11
11

2
1

2
1

2
1

2
111

1
1

2
1

2
1

21122 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−= uvvuw T

 

.
1
1

2
1

2/1
2/1

2/1
1

2

2
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
==

w
w

v  

3.4  Diagonalisation orthogonale. Matrices symétriques 

{
nn

Adeproprevecteurscolonesles
RAPDPA ×− ∈= ,.. 1

:
 

Si ces vecteurs forment une base orthonormale de 
nR  , alors  .. IPPPP TT ==  

Toujours, on peut prendre les vecteurs propres  v  et  tels que  

111 −− =⇒=⇒= PDPAPPv T
 

Théorème :  

Si   TAA = et  21 λλ ≠  sont les valeurs propre de 
TvvA 21.⇒  où  21 , vv sont les vecteurs 

propre associées a  .21 λλ et  


