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Chapitre 1 : REGRESSION LINEAIRE SIMPLE
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IX. Prévisions a I'aide du modele
|.- Introduction~:

En analyse de régression, on cherche a expliquer une vaviaipl dépend d’'une ou de
plusieurs variables explicatives, X, ..., X.

Pourcela, un modele peut représenter la relation existante¥ptreesX;. Ce modele servira
ausspour faire des prévisions :

YE £(X, Xy, X ) + €

La vaiable Ys’appelle la variable expliquée, dépendante ou endogéene. Alors que les variables
X s'appellent explicatives, indépendantesou exogenes. Il est nécessaire de préciser la nature
de k fonctionf : fonction linéaire, affine, exponentielle;...Dans le cas byX)=aX+b, le

modele est dit linéaire, avec a et b sont des constantes inconnues.

Le facteure est de nature aléatoire et il suit une loi de prokiabil appelé bruit blanc ou
facteur de perturbation. Il représente les erreurs sur les observations de Y

S’appuyant sur des observationsy,...,y, de la variable Y, 'analyse de régression consiste
a daborer un modéle explicatif qui sera analysé statistiquement par l'estimation de ses
parametres et par divers tests d’hypothéses.

[l.- Présentation du modeéle :

Lorsqu’il n'y a qu’'une seule variable explicative, on dira que le modele de régression est
simple. Le modéle de régression linéaire simple s’écrit :

Y=Db+aX+¢,
ou Yed la variable a expliquer, variable dépendante ou variable endogene.
X est la variable explicative, variable indépendante ou variable exogéne.

a et b son les paramétres du modéle.
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a est le coefficient de régression, c’est la pente de la droite (il mesure la variatidor st
Xaugmente d’'une unité).

b est la valeur prise parldtsque XO0.

¢ est le facteur erreur aléatoire, non observable. Il comprend les erreurs de mesure et les autres
facteurs explicatifs non pris en compte.

II1:=Hypotheéses sur le modéle :
D’abord, on suppose I'existence d’une relation linéaire entre Y et X.
La variable explicative X est mesurée sans erreur.

Aussi, on suppose I'absence des erreurs de spécification, c'est-a-dire que toutes les variables
X qui sont impertantes ou principales pour I'explication de la variable Y sont inclus dans la
définition du modele:

Les erreurs aléatoires suivent une loi de probabilité normale de moyenne nulle et de variance
constante £ -~ N(0,0,).

Le fait de supposer que’ estconstante, s'appelle hypothése de « Homoscédasticité ».

Comme cest aléatoire, alors Y est-aussi une variable aléafdmes qu'’il n’est pas nécessaire
gue la variable X soit aussi aléatoire.

@Eiy: Eb "J\X+5i): br ax+ E(‘fi): E(M):b"'a)ﬁ
o; = Ey- Ey)' = Ha+rbx +g -a-bx[’
:Elgizjzaf

. 2
=Y - N(E(y|)1as)
Les erreurs aléatoiressont non corrélées avexc

Les erreurs: sont non corrélées entre elles. C'est-a-dir€ovg, ,.sj):o; i # ] cette
hypothése s’appelle de non-auto corrélation des erreurs.

IV.- Estimation des parametres :

La méthode que lI'on utilise pour estimer les parametres d’'un modele de régression est la
méthode des moindres carrées, bien que I'on peut aussi utiliser la méthode de maximum de
vraisemblance.. Soient, dont,observations de la variab¥: yi, y», ..., ¥ D’ou, on peut

éciire le modéle :

yi=b+axite ; i=1,2,....n

Le mockle estimé a partir des n observations sera :
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Y = b+ &

Il s’agit de trouverdet btelle que si on définit 1e°T® résidu e =y - ¥., la méthode des
moindres carrées consiste a minimiser la somme des carrées des résidus

n 2

Min Zn:e,z =Min > (y - §)

i=1 i=1

2 n ~
9 _g Zz(yi—b—éx,)(— =0
Alors, :bz =<t A
€ 2o |22y -b-ax)(-x)=0
da i=1

Zy+nb+a2x— nB+éZn:>g:Zn:yi @
= i= | i=1 i=1

iyx.+b2>s+a2X +0 B2x+éix2=ixyi @

i=1

(1):6:%234 —é%z x ={ b= ¥ - &X

Zw,

M:
U
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N
2
™M
>
Q>
T

2= (Y- aX)Zx azl: =

Ces estimateurs sont les mémes que ceux que I'on obtiendrait par la-methode de maximum de
vraisemblances en supposant que les erreurs théoriques sont normalementdistribuées.

V.- Caractéristiques des estimateurs :

Ces estimateurs sont des fonctions linéaires des observagjons:--,y,. Ces estimateurs

sort non-biaisés,
Ea)=a et Elp)=b

en effet :
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n

E(a)=E ;(T_X)(_yi ) = ((x- % [Ey)- V)
S-x) | 3-x)

S

n

> (% -x) =

i=1

= 2 (6= X)?
(( x=%(br ax-b ax))_a—Z(x-Y)z

='EH3a)=a
ot ©El V- H={V)-E@

E(\_()—Ezyi =15 1E(y)] =15 (br ax) = b+ aX = b+
Mais, “HC L ‘EZ (¥i) —;Z ax)= , parce queE ¥) = b+ ax
Donc Eﬁ): b+ aX - aX =b
Lesvariances théoriques de ces estimateurs sont :

2 R 72
var@)=— e et’” Va (b) =g? . X

3 (% - X) 1" Yk -x)

i=1 i=1

1
I A
n

On peut démontrer que les estimateurs des moindres carrées sont des estimateurs linéaires non
biaisés a variance minimale (c'est-a-dire efficace). On dit aussi'qu’ils sont des estimateurs
BLUE «BestLinearUnbiasedEstimators ».

Connaissant la moyenne et la variance des estimateurs et ayant'supposé que les erreurs, et

donc les y sont distribuées normalement, on peut conclure que.les estimattlrs étant
des fonctions linéaires des observations, obéissent eux-mémes a une’loirnormale.

VI.- Intervalle de confiance sur les parameétres :

Les estimateursiet b suivent une loi normale, parce qu'ils sont des fonctions linéaires des
observationy;, qui sont distribuées selon une loi normale.

Onpeut construire des intervalles de confiance pour chacun des paraarettoepour cela,
il faut au préalable estimer la variance des errexfs,

Les résidus;etant des estimateurs des erreurs théorigues doit se servir de la variance
desrésidus (noté&?) comme estimateur de la variance des erreurs, la formule est donnée

par :
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X 2li-n) Xly-b-ax)
J‘S_Se_n—z_ n-2 n-2

On peut montrer que cet estimateur est non biaise, c'est-é-diEe(frf): oZ.

£

Les estimateurs des parametres de la droite de régression sont des statistiques qui suivent des
lois de Student a (n-2) degrés de liberté :

- = St et

Poura:

Pourb : b-t, S

Commeo? était aussi inconnue et on I'a estimé, on peut.aussi construire un intervalle de

confiance pour cette variance.
g;

2
£

On sait que(n - 2) suit une loi dey? a (n-2) degrés de liberté:‘On part donc de

~2

o . :

F{A< h-2)—=5< Bj =1-a, lintervalle de confiance pour? est alors
o

£

n-2)62 (n-2)o? R . - )
{( B) £, ( A) £ } ou A et B sont déduit & partit de la table statistique de lgioa

(n-2) degrés de liberté.
VII.- Qualité de I'ajustement :

Plusieures tests sont utilisables pour déterminer la qualité de la représentation. Ces tests sont
certrés autour de deux questions:
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1) dans quelle mesure le phénomene est-il bien représenté par la droite qui vient d’étre
définie?
2) dans quelle mesure peut-on faire confiance aux coefficients b et a du modéle?

VIl.-1.- Validité globale du modéle:

En construisant le modéle de régression nous avons supposéépendait de Xl convient
de tester cette hypothése en la comparant avec I'hypothese nulle selon lagstlle Y
indépendant de X’est-a-dire que quelle que soit la valeur d@dUs obtenons toujours
approximativement la méme valeur de Y

Avec I'hypothese “Y dépend de X", nous obtenons des prévisions plus proches de la réalité. I
s’agit de voir sicette seconde hypothése améliore suffisament la prévision pour pouvoir
rejeter I'hnypothese nulle.

a.- Lois des écarts:

La loi des écarts permet de relier I'erreur associée a I'’hypothese nulle et I'erreur associée a
I'hypothese Y dépend de X

L’erreur attachée a I'hypothese nulle est mesurée par la dispeosade des jY c’est-a-dire
par b somme des carrés des écarts gearfrapport a la moyenne Y

Dipersion totale=)" (Y -¥)

L’erreur attachée & la seconde hypothése; ou encore dispersion résiduelle est d@inée par
somne des carrés des écarts entre les observati@ise¥ valeurs estiméespar le modeéle:

Dispersion résiduelle=)’ (\Al( =Y, )2

La différence entre la dispersion totale et la dispersion résiduelle correspond a la dispersion
expliquée par le modéle de régression, compte tenu du fait que

(Yi-Y)*=(Fi-Y)*+(F:-Yi)?
On en tire la décomposition suivante:
(YY) =L (P-4 (Fi-Yi)?
relation connue sous le nom de loi des écarts, nous pouvons écrire:
Dispersion expliquée = X¥:-Y)?

Donc on a:

Dispersion totale=Dispersion expliquée+Dispersion résiduelle.
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b.- Coefficient de détermination et coefficient de corrélation:

Coeficient de détermination R

Un premier indicateur de qualité de la représentation consiste a mettre en relation la
dispersion expliquée par le modele et la dispersion totale des données: le coefficient de
détermination Rmesure le pouvoir explicatif du modéle en évaluant le pourcentage de
Iinformation restituée par le modele par rapport a la qualité d’'information initiale:

~ —\2
R2 = Z(Y _Y) _ dispersionexpliquée
S (¥-Y)f  dispersiontotale

Coeficient de/corrélation linéaire R:

Le coefficient de corrélation est Racine carré du coefficient de détermination. C’est
l'indicateur le plus couramment employe.

Le coefficient de corrélation linéaire a pour objet de mesurer l'intensité de la liaison linéaire
entre deux variables statistiques X et Y.

On peut le calculer a l'aide de plusieurs formules différentes.

En premier lieu, d’apres la définition qui-vient d’étre donnée, nous avons:

On montre que R est obtenu également a l'aide des formules Suivanies,edw,
représentent les écarts-type respectives desdes Yi:

o H x- BEX)(Y-EM) _ CoUX.Y)

JVar(X) Var() 0,0,
R= & et R= a&
UXJY UY

Racine carée de’Rc’est-a-dire d’un chiffre au plus égal & 1aRnevaleur absolue
également au plus égale a 1. Cette définition montre que le coefficient de corrélation-posséde
le méme signe que la covariance et qu’il est toujours compris entre -1 et 1-130Rc<1.

Le signe du coefficient de corrélation linéaire indique le sens de la relation entre ResY.
positif (covariance ou coefficient de régression a positifs) ou négatif (cas inverse).
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Un R trés élevé en valeur absolue concrétiselation étroite entrX etY, croissante &
est positif et décroissantsi R est négatif.

R=1 : dans ce cas les points se trouvent tous sur une méme droite croissante, on parle de
correlation linéaire positive parfaite.

R=-1: dans cas les points se trouvent tous sur une méme droite décroisaante, on parle de
corrélation linéaire négative parfaite.

R=0 : dans ce cas il 'y a aucune dépendance linéaire entre les deux variables, on parle de
correlation linéaire nulle.

Unevaleur de Raible en termes absolus caractérise une absence de relation linéaire entre X
et Y, mais pas nécessairement I'absence de liaison entre les variables.

c.- Analyse de lavariance pour la régression (test)F
La valeur du coefficient de correlation est calculée a partir des données disponibles.

Un coefficient de correlation trés élevé, mais obtenu sur peu de données est moins significatif
gu’un coefficient plus faible,/mais déterminée sur un grand nombre de données.

A la limite, si nous n’avions que deux-observationsgRiit égal a 1, mais aucune conclusion
ne saurait en étre déduite.

Obtenu sur un échantillon de taille réduitejd¥rait étre rectifié. La formule suivante est
utilisée, ou kest le nombre de variables explicatives et n le nombre de données:

_ dispersiorrésiduelle n-1
dispersiortiotale n-k-1

R=1

Le testF (analyse de la variance) permet d’intégrer la taille de I’échantillon dans
'appréciation de la qualité de la représentation:

(-]
= ~_ k____ dispersiorexpliquéemoyenne
Z(\Ai(‘Yi)z dispersiomrésiduellenoyenne

n-k-1

Cette valeur doit étre comparée a celle qui est lue dans une table de Fisher-Snedé&cor.pour
degré de liberté au numérateundt-1au dénominateur a un seuil de confiance

Le tableau suivant résume cette étude dite « Analyse de la variance »
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Tableau d’analyse de la variance pour la régression linéaire simple (test F):

Soure Somme des Degrés de Moyenne des | F
carrées liberté carrés
Régression z({( _7)2 k Z({f _7)2 Z({( _7)2
k E = k
~ 2
Y-y,
n-k-1

Erreur Z(Y _\Z)Z n-k-1 Z(Y _?i)z

Total Z (Y _ 7)2 n-1

F lue a partir d'une table de Fisher-Snédécor palagré de liberté au numérateur et
n-k-1 au dénominateur a un seuil de confiance a

VII.-2.- Validité des-coefficients:

Les tests précédents permettent d’avoir une idée de la validité de la régression dans son
ensemble. Il importe de connaitre €galement la validité des coefficients du modeéle, c’est-a-
dire de a dans le cas de la régression linéaire simple.

Cette validité est verifiée par le biais du test & travers le calcul de I'intervalle de confiance
du parameétre a.

SiI'on admet que les valeurs a estimer a partir de différents échantillons d’observations
suivent une loi de Student d’écart-typg 1®us pauvons évaluer la probabilité que la valeur a
sot différente de zéro. La statistique t suivante

{ = a-0_a
S, S,
nous donne le nombre d’écarts-type qui séparent la valeur observée de 0.

La statistique mesure ainsi le degré de rareté, dans une population ou la vakeasde,
d’échantillons d’observations pour lesquatsa

L’intervalle de confiance deest obtenu comme on a déja vut,Sist le nombre d’écarts-
types correspondant au seuil de confiasaciéy a une probabilitél-«) que la valeur da oit
comprise dans l'intervalleaft,»S.; a+tt,»Sy.

VI II.- Fiabilité de la représentation:

En ajustant le nuage de points représentatifs des différents observations par une droite, nous
avors admis implicitement que la relation liaaetY était du typeri=aX;+b+e; (i=1,2,...,n)

ou g est un terme d’erreur aléatoire appelé aussi le résidus et respectant les conditions
suivantes:
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e est une variable aléatoire normale de moyenne nulle,
g est indépendant dg: aucune corrélation n’existe entre les résidus,

g est indépendant dg:>aucune corrélation ne peut étre trouvée entre le terme d’erreur et la
valeur de la variable.

Il convient de vérifier si ces conditions sont bien respectées, en particulier les deux derniéres.
Lorsqu’il y a autocorrélation entre les résidus, les erreurs ne sont plus indépendantes:
L’autocorrélation positive caractérise une situation ou

e>0/—= >0

<0 —) /&<0.

Un tel phénomeéne est enregistré par exemple sur le graphique suivant:

.

.1 !

L’autocorrélation négative caractérise les situations.ou
e>0C—> &<0
e<0 = @>0.

le graphigue suivant montre un tel cas:
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L’apparition d’'un certain degré d’autocorrélation entre les erreurs peut indiquer que le modele
a ée mal spécifié, omettant par exemple d’intégrer une variable explicative importante.

Le test de Durbin-Watson permet de repérer le degré d’autocorrélation des résidus: il
demande de calculer

d= Z(ez_e?ﬂ)z

Un vakeur ded proche de 2 manifeste I'absence d’autocorrelation, alors qu’une valeur faible
carrespond a une situation d’autocorrélation positive et une valeur élevée a une situation
d’autocorrélation négative.

L’ hétéroscedasticitést un phénomene lié au fait que la variance des erreurs n’est pas
constante sur I'ensemble des observations, mais au contraire dépend de X

C’est ce qui se produit par exemple si I'erreur est de plus en plus importante en valeur absolue
pour des valeurs plus‘élevees gecEmme on le voit sur le graphique suivant:

1V 4

.

X

L’apparaition de tels phénomenes altére la fiabilié des tests présentes préceédement. Lorsqu’ils
se produisent, la formulation du modéle doit étre revue.

IX.- Prévisions a l'aide du modéle :

Un modéle de régression est construit dans le but d’expliquer a partir des observations dans
quelles conditions se détermine la valeur de la variable dépendante, mais aussi de prévoir les
valeurs futures de cette variable.

En fait, il faut tenir compte de ce que le modele a été construit a partir d’'un échantillon de
données et qu'il existe de toute fagcon un certain aléa sur les relationX eh¥e
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Deux types de prévisions peuvent étre posés: Prévoir la moyenne des Y pour une valeur
donnée d&X=Xo, ou prévoir une valeur individuelle de Ygour une valeur donnée de
X:Xo.

1) Prévision par un intervalle pour la moyenne de Y en un point donné X

L’i ntervalle de confiance: a un seuil de confiasmcgour la moyenne de & X=X, est donné
par:

-t

1-9 n-2
2

Se\/i"' (xo_)?)2 YA +t Se\/1+ (Xo_)?)2

n Y XP-nx?" o =02 n o Y X2 -nX?

Ou, on le rappelle,.Sst I'écart-type des erreurs du modele, avggt.lue dans la table de
Studet a n-2 degrés de liberté. L'intervalle de confiance est d’autant plus important que Se
est élevé et n est faible.

2) Prévision d'un intervalle pour une observation Y5 en un point donné X% :

L’i ntervalle de prévision ou de-confiance pour une seule valeur YO pour une valeur donné X0
de X, est donné par :

Y, -t
Xo 19 h2
2
Cet intervalle de prévision est plus large que celui de la. moyenne (pour une méme yaleur X
de X) parce qu'il est plus difficile en effet de prévoirune-valeur individuelle que de prévoir la
moyenne d’'un ensemble de données.

La régression linéaire simple nous a, donc, permis de présenterles aspects principaux des
techniques de régression qui peuvent étre utilisées dans I'élaboration.de modéles de prévision.
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