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Introduction

«Lorsqu’on souhaite répéter une expérience aléatoire un
grand nombre de fois (5000 fois le lancer dun dé a 6
faces pal exemple) on peu faire so-meéeme
I'expérience avec un dé (mais c’est long et fastidieux)
ou on peut utiliser un simulateur(la calculatrice ou un
tableur, par exemple). Ainsi, la simulation remplace
I'expérience et permet d’etudier des séries statistiques
comportant un grand nombre de donnees. »



Simulation des variables aléatoires

Objecitif
» Produire des observations (variables) X a partir de
distributions (binomiale, exponentiel , normal,.ptc

Algorithme géneral
e Geénerer un ou plusieurs U = U((

o Transformer U en X (dépend de la distribution
souhaitee)

Approches

* Fonction inverse

e Méthode d’approximation
 Méthode de rejet




Variables aléatoires continues

e Méthode de la fonction inverse:

On veut simuler une variable aléatoire continuaeX
fonction de répartition

 Theoreme Soit X une variable aléatoire de fonction
de repartition F strictement croissante, on a:

F(X) ~ U[0;1]



Variables aléatoires continues

e Démonstration

On pose : u=F&) x=FY{u)

Par définition, on a : F(X) = Pr{Xx}

Et donc: F{f)) = Pr{ X < Fi(u)}
Or : F(Fi(u)=u

(par définition de la réciprogue

Et: Pr{XF(u)} = Pr{u <F(X)}
car F est strictement croissante.

On a donc

u = Pr{u<rk(X)}
et on reconnait la fonction de repartition de la loi uniforme.




Variables aleatoires continues

Méthode: Si on connait la fonction ¥ réciproque de F, il suffit de tirer:
X = F}U).

- — L=l
e Algorithme: £=Fi

 Générer U =U(0,1)
e Trouver X tel que F(X) = U et retourner cette valeur XHB)



Variables aléatoires continues « exemples

Cas 1 : distribution uniforme

F(x) = {{ljf(b—ﬂ) Si xe [a:b]} s B :ji; f(x)dx=(x—a)/(b—a)

R=(X-a)/(b—-a)= X=a+(b-a)R

Cas 2 : distribution exponentielle

(Lexp(=Ax) si x>0
F(x) = D p(=Ax)

} = F(x) = j f(x)dx=1—exp(—1x)
R=1-exp(-Ax) = X=A"In(l-R) = X=4"In(R)

»



Variables aléatoires continues

La méthode de la fonction inverse (complexité):
 Difficultés a exprimer la fonction de répartition

 Exemple de la loi normald(m,o)
' | —(x —m)

2

x) = — €X |
/) ov2n b 202

» Générer indépendamment R1 = U(0,1) et R2= U(0,1)
e Calculer

X = ,u-l-O'\.r'f— 2In(R)).cos(27R,)
Ou

Y =u+0y-2In(R).sin(27R,)




Variables aléatoires continues

La méthode d’approximation:

« Baseée sur une approximation de la fonction de densité

=ay

f(x)= f;Vxela;a,l;i=0.n
* Algorithme
~ R, =U(0,1); R, = U(0,1);
—f:{uWﬁj
— X=a+(a,;-3)"R,

_“,.

'espace sous f(x) est divisé en
des rectangles a dimension egale

=
S, =—; Vi
n
-=» Tous les intervalles ont la

meme probabilite

fx(a,

i+l _ai) i

n




Variables aléatoires continues

La methode rejet:

« Utilisée quand la fonction inverse n’est pas applicable
directement

o Soit f(x) la fonction de densite de X :

f(x)e|0; f :xela;b]

max Frnapl_ -

a ¢l c L‘ﬂ Hh




Variables aléatoires continues

Algorithme:

o Geneérer indépendamment R'=U(0,1) et R"= U(
 Calculer X =a+(b-a)R’; Y=f_, R”

o SiIY<=f(X), retourner X et stop

e Sinon reessayer avec de nouvelle valeurs de R’ et R



Simulation de Variables aléatoires discrete

S

Fonction inverse — cas discret:
Cas general : algorithme DISC(X,P)
 Genérer R =U(0,1)

PX =x;) = Pi Fonction
i de
| répartition

bl
2 PX=x)<R<YPX=x) x|
=1

= PX <x_1) < R<P(X <xp) SR

> Fy(xp—1) < R < Fy(x;) ’




Simulation de Variables aléatoires discretes

Loi de Bernoulli :

 Onveuisimulel X ~B(p).
OntireU— x=1siusp;
X =0 sinon
c'est-a-dire:
X=1w<p




Variables aléatoires discretes

Pile ou face
* On veut simuler une variable aléatoire de loi "Pile ou Face"
X~B(1/2).
On tire U "Pile" si & 1/2

"Face" sino

* Formellement, cette procédure s’éecrit:

X=1y<1



Variables aléatoires discretes

Lol binomiale:
On veut simuler X ~ B(n; p).

« On sait qu'une variable binomiale représente la somme de n
variables indépendantes de Bernoulli de parametre p:

Y:,.Y}iid., ;~B(p) = X= Z‘r,.- ~ B(n,p)

Il suffit donc de simuler n variables aléatoires indépendantes
de loi B(p) et d'en faire la somme

n

X =3 1t <p}.

i=1



Variables aléatoires discretes

Lol de Poisson :
e Onveut simuler X ~ BX).

Une variable aléatoirc poissonnienr ne prenc pas se:
valeurs dans un ensemble fini, mais on peut étendre la
methode précédente au cas ou X prend ses valeurs
dans IN En fait, la méthode proposée ici annonce la
methode de la fonction inverse.



Variables aléatoires discretes

Lol de Poisson :

On sait que

e .
X~P() & p=Pr{X=k}= E_}‘F (pour k € IN)
ce qui implique que
A
et, en notant P} le cumul des pi. (P = jzg p;), que
Piry =P+ A
k+1 = 1k P 1}9;:-

On simule done un variable de Poisson de parametre A en prenant

X =) k{1 <UxF

k>0



Variables aléatoires discretes

Lol de Poisson:

Remarque : Cette méthode revient a découper Vater
[0; 1] en K morceaux de longueurs respectives pk :
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