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Introdution Dé�nitionIntrodutionDé�nitionUne suite de nombres réels est une appliation U de N ou une partie Ide N dans R.
U : N −→ R

n 7→ U(n) = UnAlors la suite est dite de terme général Un, ou la suite (Un)n∈N ; ousimplement (Un).Remarque :Une suite peut être �nie ou in�nie.Si I est �ni, la suite (Un)n∈I est dite �nie.Si I est in�nie, la suite (Un)n∈I est dite in�nie.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 3 / 40



Introdution Dé�nitionIntrodutionRemarque :L'ensemble {Un/n ∈ I} est dit l'ensemble des valeurs de la suite
(Un)n∈I .Si une suite est �nie, l'ensemble de ses valeurs est �ni. Par ontre,une suite in�nie peut avoir un ensemble de valeurs �ni.Exemple :La suite U : N −→ R de terme général Un = (−1)n est une suite in�nie(ar I = N), mais son ensemble de valeurs est �ni : il ne peut prendreque deux valeurs 1 et −1 (soit la paire {−1, 1}.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 4 / 40



Suites roissantes et suites déroissantes Dé�nitionSuites roissantes et suites déroissantesDé�nitionSoient n et m deux entiers naturels : n,m ∈ N ; et soit (Un)n∈N unesuite de nombres réels.
(Un) est une suite roissante si, et seulement si,
∀n,m ∈ N(n ≤ m ⇒ Un ≤ Um)

(Un) est une suite stritement roissante si, et seulement si,
∀n,m ∈ N(n < m ⇒ Un < Um)

(Un) est une suite déroissante si, et seulement si,
∀n,m ∈ N(n ≥ m ⇒ Un ≤ Um)

(Un) est une suite stritement déroissante si, et seulement si,
∀n,m ∈ N(n > m ⇒ Un < Um)Exemple :Montrons que (Un)n∈N =

(
2n+1
n+2

)

n∈N
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Suites roissantes et suites déroissantes Dé�nitionSuites roissantes et suites déroissantesPlusieurs méthodes de démonstration sont possibles :Méthode direte :
∀n ∈ N; Un+1 − Un =

2(n+ 1) + 1

(n+ 1) + 2
− 2n+ 1

n+ 2

=
2n+ 3

n+ 3
− 2n + 1

n+ 2

=
(2n + 3)(n + 2)− (n+ 3)(2n + 1)

(n+ 2)(n + 3)

=
3

(n+ 2)(n + 3)
≥ 0Don, on a montré que ∀n ∈ N;Un+1 − Un ≥ 0Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 6 / 40



Suites roissantes et suites déroissantes Dé�nitionSuites roissantes et suites déroissantesAutre méthode direte :
Un+1 =

2n+ 3

n+ 3
=

2(n+ 3)

n+ 3
− 3

n+ 3
= 2− 3

n+ 3

Un =
2n+ 1

n+ 2
=

2(n+ 2)

n+ 2
− 3

n+ 2
= 2− 3

n+ 2Don ∀n ∈ N; Un+1 ≥ UnPuisque ∀n ∈ N;
3

n+ 3
≤ 3

n+ 2D'où (Un)n∈N est roissante.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 7 / 40



Suites roissantes et suites déroissantes Dé�nitionSuites roissantes et suites déroissantesMéthode par étude de fontion :
(Un)n∈N est de la forme Un = f(n) ave f(x) = 2x+1

x+2Étudions f sur R+ (ar n ∈ N ⊂ R
+) :

f ′(x) =
2(x+ 2)− (2x+ 1)

(x+ 2)2
=

3

(x+ 2)2
> 0
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Suites roissantes et suites déroissantes Dé�nitionSuites roissantes et suites déroissantesMéthode par étude de fontion :Don f est stritement roissante sur R+.Ainsi ;
∀n ∈ N; f(n+ 1) ≥ f(n)C'est-à-dire

∀n ∈ N;Un+1 ≥ UnD'où (Un)n∈N est roissante.Exerie :Montrer de même, par es deux méthodes, que (Un)n∈N =
(
n+2
n+1

)

n∈Nest déroissante.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 9 / 40



Suites roissantes et suites déroissantes Dé�nitionSuites roissantes et suites déroissantes
Remarque :Il existe des suites qui ne sont ni roissantes, ni déroissantes.Exemple :
(Un)n∈N = (−1)n n'est ni roissante, ni déroissante(U0 = 1 > U1 = −1 et U1 = −1 < U2 = 1).
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées Dé�nitionSuites majorées, suites minorées et suites bornées
Dé�nition :Une suite (Un)n∈N est dite majorée si, et seulement si, il existe

M ∈ R tel que ∀n ∈ N;Un ≤ M .Une suite (Un)n∈N est dite minorée si, et seulement si, il existe
m ∈ R tel que ∀n ∈ N;m ≤ Un.Une suite (Un)n∈N est dite bornée lorsqu'elle est à la fois majoréeet minorée ('est-à-dire lorsqu'il existe
m,M ∈ R/∀n ∈ N;m ≤ Un ≤ M).
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées Dé�nitionSuites majorées, suites minorées et suites bornéesExemple :Montrons que la suite (Un)n∈N est bornée.Là enore plusieurs méthodes sont possibles :Méthode direte :
(∀n ∈ N),

2n+ 1

n+ 2
≥ 0;don (Un)n∈N est minorée (par 0).

(∀n ∈ N), Un =
2n+ 1

n+ 2
≤ 2n+ 4

n+ 2
=

2(n+ 2)

n+ 2
= 2;don (Un)n∈N est majorée (par 2).Ainsi a-t-on : (Un)n∈N est bornée ; (∀n ∈ N), 0 ≤ Un ≤ 2.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 12 / 40



Suites majorées, suites minorées et suites bornées Dé�nitionSuites majorées, suites minorées et suites bornéesMéthode par étude de fontion :Comme on a déjà remarqué Un = f(n) ave f(x) = 2x+1
x+2

et le tableaude variations de f est le suivant :
Don ; (∀n ∈ N); 1

2
≤ f(n) ≤ 2Soit ; (∀n ∈ N); 1

2
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées Dé�nitionSuites majorées, suites minorées et suites bornées
Remarque :On obtient un enadrement de Un plus �n par ette seonde méthode(par étude de fontion).Exerie proposé :Montrer de même, par es deux méthodes que (

n+2

n+1

)

n∈N
est bornée.
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteLimite d'une suite, suite onvergente et suite divergenteDé�nitionSoit la suite de nombres réels
U : N −→ R

n 7→ UnLa suite (Un) est dite onvergente et de limite ℓ si,
∀ǫ > 0,∃A ∈ N, n > A ⇒ |Un − ℓ| < ǫOn érit : Un −→n→+∞ ℓ ou lim

n→+∞
(Un) = ℓ
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteLimite d'une suite, suite onvergente et suite divergenteUne suite non onvergente est dite divergente. Une suite divergente estune suite qui n'admet pas de limite ou sa limite est in�nie.Une suite (Un) a une limite in�nie si, et seulement si,
(∀K > 0); (∃A ∈ N); (∀n ≥ A ⇒ Un ≥ K)On dit que (Un) tend vers +∞ quand n tend +∞, et on érit

lim
n→+∞

(Un) = +∞
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteLimite d'une suite, suite onvergente et suite divergenteExemples :
(Un)n∈N = (e−n)n∈N onverge vers 0, (ar on a : lim

n→+∞
(e−n) = 0).
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteLimite d'une suite, suite onvergente et suite divergenteExemples :
(Un)n∈N = (e−n)n∈N onverge vers 0, (ar on a : lim

n→+∞
(e−n) = 0).

(Vn)n∈N = (n)n∈N diverge (ar on a : lim
n→+∞

(n) = +∞).
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteLimite d'une suite, suite onvergente et suite divergenteExemples :
(Un)n∈N = (e−n)n∈N onverge vers 0, (ar on a : lim

n→+∞
(e−n) = 0).

(Vn)n∈N = (n)n∈N diverge (ar on a : lim
n→+∞

(n) = +∞).
(Wn)n∈N = ((−1)−n)n∈N diverge, ar on a : lim

n→+∞
(−1)n n'existepas puisque

(−1)n =

{
1 si n est pair
−1 si n est impair
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteÉtude de la suite (an) ave a ∈ R
∗ :

Pour tout réel a non nul, on a :Si |a| < 1 alors lim
n→+∞

(an) = 0
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteÉtude de la suite (an) ave a ∈ R
∗ :

Pour tout réel a non nul, on a :Si |a| < 1 alors lim
n→+∞

(an) = 0Si |a| > 1 alors lim
n→+∞

(an) = +∞
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteÉtude de la suite (an) ave a ∈ R
∗ :

Pour tout réel a non nul, on a :Si |a| < 1 alors lim
n→+∞

(an) = 0Si |a| > 1 alors lim
n→+∞

(an) = +∞Si a = 1, la suite (an) est onvergente (onstante) et égale à 1.
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Limite d'une suite, suite onvergente et suitedivergenteÉtude de la suite (an) ave a ∈ R
∗ :

Pour tout réel a non nul, on a :Si |a| < 1 alors lim
n→+∞

(an) = 0Si |a| > 1 alors lim
n→+∞

(an) = +∞Si a = 1, la suite (an) est onvergente (onstante) et égale à 1.Si a = −1, la suite (an) est égale à 1 ou −1 selon la parité del'entier naturel n.
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Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorèmes généraux et appliationsThéorème fondamental :Toute suite roissante et majorée est onvergente.Toute suite déroissante et minorée est onvergente.Expliation :Si (Un)n∈N est une suite roissante et majorée par M , alors :
U1 ≤ U2 ≤ U3 ≤ · · · ≤ Un ≤ Un+1 ≤ · · · ≤ M(Les Un �nissent par "s'agglomerer" et la limite sera un majorantde la suite).Si (Un)n∈N est une suite déroissante et minorée par m, alors :
U1 ≥ U2 ≥ U3 ≥ · · · ≥ Un ≥ Un+1 ≥ · · · ≥ m(Les Un �nissent par "s'agglomerer" et la limite sera un minorantde la suite).Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 19 / 40



Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorème fondamental :Exemple :Montrer que la suite de terme général
Un =

n∑

k=0

1

k!
=

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · + 1

(n− 1)!
+

1

n!est onvergente.Cette suite est roissante, en e�et :
Un+1 − Un =

n+1∑

k=0

1

k!
−

n∑

k=0

1

k!
=

1

(n+ 1)!
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Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorème fondamentalExemple :Elle est majorée, en e�et :
Un =

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+· · ·+ 1

n!
≤ 1+1+

1

2
+

1

2 · 2+· · ·+ 1

2 · 2 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

n−1fois

=(ar 1
k!

= 1
2×3×···×k

≤ 1

2k−1 )
= 1 +

n−1∑

k=0

1

2k
= 1 +

1− 1
2n

1− 1
2Don

Un ≤ 1 +
1− 1

2n

1− 1
2

= 1 + 2

(

1− 1

2n

)

= 3− 1

2n−1
≤ 3Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 21 / 40



Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorème fondamentalExemple :Ainsi
(∀n ∈ N), Un ≤ 3.

(Un) est roissante et majorée. Don, elle onverge.On remarque que le majorant trouvé (3) n'est pas la limite de la suite
(Un)n∈N (en fait, lim

n→+∞
(Un) = e).Propriété :Une suite roissante, mais non majorée tend vers +∞.Une suite déroissante, mais non minorée tend vers −∞.
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Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorème des suites adjaentesDé�nition et théorème :
(Un)n∈N et (Vn)n∈N sont dites adjaentes lorsque :

(Un)n∈N est roissante.
(Vn)n∈N est déroissante.
lim

n→+∞
(Vn − Un) = 0Dans e as es suites onvergent et ont même limite.Expliation :

(Un) roissante, (Vn) déroissante, lim
n→+∞

(Vn − Un) = 0 et ℓ est la limiteommune :
U1 ≤ U2 ≤ · · · ≤ Un ≤ Un+1 ≤ · · · ≤ ℓ ≤ · · · ≤ Vn+1 ≤ Vn ≤ · · · ≤ V2 ≤ V1Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 23 / 40



Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorèmes d'enadrementsThéorème 1 :Soient (Un)n∈N ; (Vn)n∈N et (Wn)n∈N trois suites de nombres réels.Si ∀n ∈ N;Un ≤ Vn ≤ Wn et (Un)n∈N et (Wn)n∈N onvergent ave
lim

n→+∞
Un = lim

n→+∞
Wn = ℓ ∈ R; alors (Vn)n∈N onverge et lim

n→+∞
Vn = ℓ.Théorème 2 :Soient (Un)n∈N et (Vn)n∈N deux suites de nombres réels.Si ∀n ∈ N;Un ≤ Vn et lim

n→+∞
Un = +∞ alors lim

n→+∞
Vn = +∞.Théorème 3 :Soient (Un)n∈N et (Vn)n∈N deux suites de nombres réels.Si ∀n ∈ N;Un ≤ Vn et lim

n→+∞
Vn = −∞ alors lim

n→+∞
Un = −∞.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 24 / 40



Théorèmes généraux et appliations Dé�nitionThéorèmes d'enadrementsRemarque :Par passage à la limite les inégalités se onservent (onséquene destrois théorèmes préédents) mais il faut noter que les inégalités stritesse transforment en inégalités larges :Si (∀n ∈ N), on a Un < Vn alors lim
n→+∞

Un ≤ lim
n→+∞

Vn (on n'a pasnéessairement lim
n→+∞

Un < lim
n→+∞

Vn).Contre-exemple :
(∀n ∈ N) on a Un =

1

n+ 2
< Vn =

1

n+ 1
;mais lim

n→+∞
Un = 0 ≤ lim

n→+∞
Vn = 0Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 25 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites arithmétiques et suites géométriquesSuites arithmétiques :On appelle suite arithmétique de nombres réels, toute suite réelle (Un)telle que : ∃r ∈ R tel que ∀n ∈ N;Un+1 − Un = r.Le nombre réel r est alors appelé "raison de la suite arithmétique".Remarque :Il résulte de la dé�nition qu'une telle suite est déterminée dès que l'on�xe le premier terme (U0 ou U1 par exemple) et la raison r.On a : Un+1 = Un + r et Un = Un−1 + rOn déduit : Un = Un−1+Un+1

2Don Un est la moyenne arithmétique de Un−1 et Un+1, termes quienadrent Un. D'où le nom de "suite arithmétique".Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 26 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites arithmétiques :Compléments :Le mot "Raison" vient du latin "Ratio" (qui veut dire : alul, ompte,mesure, faulté de juger, motif) qui a donné également ration, rationnel,et, plus réemment, ratio (en passant par l'Anglais) au sens d'indieexprimant le rapport de deux grandeurs, en Comptabilité et Gestion.Eriture générale d'une suite arithmétique :Soit une suite arithmétique (Un) de raison r et de premier terme
U1 = a, ave a ∈ R.Le premier terme a est appelé la base de la suite.

U1 = a

U2 = a+ r

U3 = U2 + r = a+ r + r = a+ 2rProf. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 27 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites arithmétiques :Eriture générale d'une suite arithmétique :...
Un = Un−1 + r = a+ (n− 1)r

⇒ Un = a+ (n− 1)rSomme des termes d'une suite arithmétique :Soit Sn la somme des n premiers termes d'une suite arithmétique :
Sn = U1 + U2 + · · · + Un =

n∑

i=1

UiRemplaçons les di�érents termes par leurs valeurs données par l'érituregénérale :Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 28 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites arithmétiques :Somme des termes d'une suite arithmétique :
Sn = a+ (a+ r) + (a+ 2r) + (a+ 3r) + · · · + (a+ (n− 1)r)On peut érire aussi (et dans l'ordre inverse) :

Sn = Un + (Un − r) + (Un − 2r) + · · · + (Un − (n− 1)r)Maintenant, faisons la somme des termes :
2Sn = (Un + a) + (Un + a) + · · ·+ (Un + a) = n(Un + a)D'où Sn =

n(Un + a)

2où n est le nombre de termes que l'on somme.
a = U1 est le premier terme ou la base.
Un est le dernier terme.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 29 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites géométriques :Dé�nition :On appelle suite géométrique de nombres réels, toute suite réelle (Un)telle que : ∃q ∈ R tel que ∀n ∈ N;Un+1 = qUn.Le nombre réel q est alors appelé "raison de la suite géométrique".Remarque :Une telle suite est déterminée dès que l'on �xe le premier terme (U0 ou
U1 par exemple) et la raison q.De : Un+1 = qUn et Un = qUn−1On déduit : |Un| =

√
Un−1 × Un+1Don, haque terme est la moyenne géométrique des deux termes quil'enadrent. D'où le nom de "suite géométrique".Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 30 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites géométriques :Ériture générale d'une suite géométrique :Soit a ∈ R le premier terme d'une suite géométrique (Un) de raison q.
U1 = a

U2 = qa

U3 = qU2 = qqa = q2a...
Un = qUn−1 = q(qn−2)a

⇒ Un = qn−1aProf. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 31 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites géométriques :Somme des termes d'une suite géométrique :Soit Sn la somme des n premiers termes d'une suite géométrique (Un)

Sn = U1 + U2 + · · · + Un =

n∑

i=1

UiRemplaçons les di�érents termes par leurs valeurs :
Sn = a+ qa+ · · ·+ qn−1aAlors qSn = qna+ qn−1a+ · · ·+ q2a+ qaDon Sn − qSn = a− qnaC'est-à-dire Sn(1− q) = a(1− qn)Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 32 / 40



Suites arithmétiques et suites géométriquesSuites géométriques :Somme des termes d'une suite géométrique :Soit, si q 6= 1, Sn =
a(1− qn)

1− qsi q = 1, il est immédiat que Sn = naoù n est le nombre de termes que l'on somme.
a = U1 est le premier terme ou "la base".et q la raison.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 33 / 40



Suites réurrentesSuites réurrentesDé�nition :Une suite réurrente est une suite numérique (Un)n∈N de la forme :
{

U0 donné
Un+1 = f(Un) où f est une fontionExemple 1 :Les suites de type

{
U0 = λ ∈ R donné
Un+1 = aUn + b;∀n ∈ N ave a et b deux réels donnés,sont des suites réurrentes où la fontion est f(x) = ax+ b.On les appelle, parfois, des suites arithmétio-géométriques.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 34 / 40



Suites réurrentesSuites réurrentesRemarque :Pour étudier la onvergene d'une suite réurrente, on tentera d'utiliserle théorème fondamental, 'est-à-dire "Toute suite roissante etmajorée, est onvergente..."La di�ulté réside don dans la reherhe d'un minorant ou d'unmajorant et l'étude de la monotonie de la suite.Exemple 2 :Soit (Un)n∈N dé�nie par
{

U0 = α > 0

Un+1 =
1+Un

2
√
UnMontrons que (∀n ∈ N

∗);Un ≥ 1.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 35 / 40



Suites réurrentesSuites réurrentesExemple 2 :On a : (∀n ∈ N
∗) ; Un − 1 = 1+Un−1

2
√

Un−1

− 1

=
1 + Un−1 − 2

√
Un−1

2
√
Un−1

=
(1−√

Un−1)
2

2
√
Un−1

≥ 0Don (∀n ∈ N
∗) ; Un ≥ 1
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Suites réurrentesSuites réurrentes
Théorème :Si f est une fontion roissante, la suite réurrente (Un)n∈N dé�niepar Un+1 = f(Un) est monotone.Ainsi, si U0 ≤ U1; (Un)n∈N est roissante.si U0 > U1; (Un)n∈N est déroissante.
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Suites réurrentesSuites réurrentesDétermination de la limite d'une suite réurrente onvergente :Théorème :Soit f une fontion ontinue.Si on sait que (Un)n∈N dé�nie par : { U0 donnée
Un+1 = f(Un)

est onvergente,alors sa limite ℓ véri�e : f(ℓ) = ℓ.Démonstration :La suite (Un)n∈N est onvergente, alors lim
n→+∞

Un+1 = lim
n→+∞

Un = ℓMais lim
n→+∞

Un+1 = lim
n→+∞

f(Un) = f( lim
n→+∞

Un) ar f est ontinue.Don lim
n→+∞

Un+1 = f(ℓ) ;D'où f(ℓ) = ℓ.Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 38 / 40



Suites réurrentesSuites réurrentes
Remarque :Ce théorème permet de aluler la limite ℓ de la suite (Un)n∈N àondition d'avoir préalablement montré qu'elle est onvergente. Il nepermet pas d'établir que (Un)n∈N est onvergente.(L'équation f(x) = x pourrait avoir une solution sans que (Un)n∈Nonverge !).

Prof. Mohamed El Merouani (Département de Statistique et Informatique)Analyse Mathématique 2010-2011 39 / 40



ExeriesExeries
Les exeries seront orrigés en T.D.
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